(۲) |ذا کان س = ل أحد جذورالعادلۃ فانه یحقق 
المعادلي 
١ OS‏ : أوجد مجموعۃ حل العادلات الأتین : 


*=1 ロ + س‎ )۲( ・= の + の (0) 
5-0 


(ه) س + * دع 


(فل 

(۱) س + س = ۰ يتم تحلیل القدار 
س( س +۱) < ۰ کے س - ۰ 
کے ےد یڈ 


(4) س - ه س+ 1 < ۰ 
ニ = の ーー )(‏ لاسع. 


> س - | 


)(( سے ٢211‏ معادلن تربیعین حدية 
س - ١1-‏ سے س =+ ۱ فرح 
مہم 


(۲) > س -۹- ۰ معادلة تربيعية حدية 


س =۹ سے سے 一‏ < س =+ 


ا ۲٢ ٣‏ 
رہ یسرک 

خل ان 

؛س' -۹- ٠‏ بتحلیل القدار 
ےج ات و یئ 


)٤(‏ متروك 


)٥(‏ س + 2 ٤٤‏ بالضرب فى س للمعادلت 


۰ < 0 + )س سے س۲-س‎ =٥ + の 
ولا یمکن تحلیل القدارالسابق لانه لا یوجد عددین‎ 
نسبیین ضریهما ۵ وجمعهما ؛‎ 
لذا نستخدم القانون لعام لحل العادلات وهو‎ 
ھ٤ ت رخ بإب"‎ 
كم‎ 
پ <- 2 همع‎ » ۱2۱ 
۲۰-۱1 2۵۱۷4 -1)4-( = ھ١٤‎ dl 
کس‎ 
المعادلة لیس لها حل فی جح لماذا ؟‎ .“ 
متروك‎ (1) 


لوبیتال فى الریاضیات 


حل معادله الدرجة 
الثانية فى مجهول واحد 


| حل معادلة الدرجة الثانية 

| المعادليّ العام التزبیعین تسمی معادلن الدرجن الثاني 
| اومعادلت القطع الکافی حيث نها تمثل بیانیا بقطع 

| مخروطی له فرعان متکافنان 
ا الصورة العامة للمعادلة : 


س + ب س + مج = صفر 
チト FIV‏ 
۱ 


۱ أى أن أى معادليّ على الصورة | + の と ン‏ جم = ٠‏ 
| تحل على أنها معادلت من الدرجت EN‏ ومن أمثلح ذلك : 

ا س + yo‏ 1= ۰ اس -۷س ۹+ ۱۲ = ۰ 

1 
|| إيجاد حل المعادلة التربيعية (جذريها) 


| معادلت الدرجت الثاني تحل بطریقتین وهما : 


' الطريقة الجبرية 

| معادلت الدرجة الثانية تحل بطريقتين جبریا 

1 (۱) بالتحليل : إذا كانت جذورها أعداد نسبیۃ 

| (۲) بالقانون : إذا كانت جذورها أعداد غير نسبیۃ 
| وهذا القانون توصل إليه العالم الهندى براهما جويتا 


| وكان يوجد حل وحيد للمعادلت وهو 

! للعادل | س' + ب س + هح = ٠‏ لها جذران هما 
۱ ين ع بح 

ا 

۳ 


| ومن اللاحظ أن استخدام القانون لا ینطبق فقط على 
| العادلات التی جذورها أعداد غير نسبیۃ ولکن بمکن 
| إستخدام القانون فى أى حالت من حالات معادلت الدرجة 


(۱) إذا كانت العادل | の‏ + ب س بم = ٠‏ لها جذرين 
قيقين وهما ل 


۱ 
)١( ١‏ |ذا کان (س + (の‏ عامل من عوامل العادلت التربيعيت) 


۱ 
۱ فان س = - の‏ يكون أحد جذورها والعحس 
5 س = 7 احد جذورهافان ( ل س - ك ) احد عواملها 


ل 
8 س - ك ) عامل فان س = = جذرلها 


مثال ۲ : اوجد قیمۃ ١‏ ثم اوجد الجذرالاخر 
ٹلمعادلئ فى كلا مما یأتی CB‏ 


(۱)|ذا کان س = ۱ أحد جذری المعادلت 

۰ = م‎ + の 

(۲) س = ۲ احد جذری العادلح ( س' ٩‏ س+ ؟( =‘ 
(۲) س = ۲ احد جذریالعادلت ۱س۲-۲س + )= ۰ 


ひめ 
يحقق العادلن‎ ٠١ آحد جذورها ۰۰س‎ ١١ س‎ ۰. )۱( 
٠= - )۱( + ')١( س' + س "= ۰ کڪ‎ 


| + حه ۰2-۲ س |=( 


(۲) سح ۲ یحقق المعادلة س س' -س+ ۲( =‘ 
((۲)۲- ۲۰۹ +2۱۲ ۰ حه ام ۲+۱۸ <ه 
2۱۸-1 ۰ سے ۱۸.۱٦‏ ہے ۱ < ۲ 

(۲) متروك للطالب 


مثا ؛ : إذاكان ۰۲ ؛ هما جذرا العادلت 


の |‏ + ب س + 1= ۰ فاوجد قیمن‌کلامن ١٠ب‏ 


فل 

۰ ۲ ۰ جذرين للمعادلت ٠.‏ فانهما یحققان العادلنٌ 

عندماس = ۲ 

((؟)' +ب(۲) + 1= 
4 ۲+۱ 1۱-2 +۲ 


ے ٩‏ | بابي + 21 ۰ 


سم ۲ +ب < -۲ )۱( 


عندماس > ؟ 
((؛)' +ب()) + 1= 
ك ۲۱۱ + ب +(1ع< ه +( 


۸ + ۲ ب + کے 

کے ۸( + ۲ب <-۲ _-۲۳) 
بحل المعادلتین )١(‏ ء (۲) آنیا 
۲ +ب <-۲ × - ؟ AX‏ 
۸ + ب < ۲ ۱۶ - ۲ 
ORE FE tari‏ ۱1۸5 
۸ + ۲ب <-۲ :)ماب =4 
2 = ) كك ۷22 
1-0 =( 
-. ہو 


r ェ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーーーーーーーーーーー ゞ " 


لوبیتال فى الریاضیات 


| 
VL!‏ : حل العادلات‌الاتین: 


Ol‏ -۱۰ س +۲۲ = ۰ (۲) س'- ۱۰ س + ۲۲ <ه 
۲(۱) (س- ۱۱)- س(س۔ 1)-. 


ا3 = ۷ س ار (۱-۰۱) 


| (۱) سس ۲۲ » هذا المقدار لا يمكن تحلیله 


| لماذا ؟ 

1 عب リー‏ ۰ دب < ۲۲ 
دن + باب" اج 

س < لتكت ص 


2 
نوجد ب -؛ | م‎ 
= いい =(x)x% 一 (いい -) ニ ム ト %ー “ميب‎ 


| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
| 
۲۷۲ < fx = ۷ ۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


دس اماك TV go = ttt:‏ 
مح = ۲۷4۵۱ ۰ ۵ ۲۷ { 
(۲) بنفسك 


! (۲) (س- ۱۱)- س(س-1)-. 

۰ < اس‎ + の ゆー リー の 1 

"= リー の V+ کے -س"‎ | 

| وبالضرب )-x‏ سے س۷س + ۱۱ < ۰ 
۱ العادلی ليس لها تحلیل لذا فان : 

پر عدي چہے ۱۳۵ 

| نوجد ب"- م 

۱ بح (- ۱۱۲۱-۲0۷ 4 - و ده 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


.ین ے eV ま Y‏ _ اماه 
Yx)‏ 1 
ツーY ۷‏ 6 
6 
۲ ۲ 


“مي j=‏ 
の‏ ۲ ۱ 
۱ )1( سی بالضرب × (س +١)(س‏ - ۱) 
| س(س -۱) + ۲(س + ۱) = ۲ (س + ۱)(س -۱) 
| س س +۲ س +۲ = ۲(س۱-۲) 
| س + س +۲ = ۲-۲۲ 
| اس اسن" - س ۲۰ 2۲ سے )سس 0= ۰ 


| المعادلة لیس لها تحليل 
| نستخدم القانون العام لحل العادلات 
۱ 
۱ = ۲ ¢ ب > 1 < م > - ه 
| آکمل بنفسك 
۱ 
الجيرا | 


االلاحل وحید فى : 
إذاكان المیز ب - ٠٠‏ م = ٠‏ 

ومنحنی الدالۃ فى هذه Nl‏ يمس : 
المحور س فى نقطۃ واحدہ وتكون هی الحل 


¥ لیس لها حل فى : 
إذاكان المميز ب'- ؛( هم <۰ (سالب) : 
ومنحنى الد ال فى هذه الحالن لا 
يقطع المحور س فى أى نقطة 


۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

مثا ١‏ : ارسم الشکل البیانی لکلا من الأشكال 
الأتيت ثم حل المعادلتّ ومن الرسم أوجد القیمۃ العظمی | 
اوالصغری وراس النحنی 
(۱) و(س) <س۲+۲س +۲ ۷ س د [-۱۲] | 
۱ 

(فل ۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
|・| ال ال تا 
تال تنل ۱ 
۱ 
۱ 


من الرسم نجد أن المنحنى 
لايقطع محور السينات فى 
أى نقطت 

“.المعادلت ليس لها حل 

8 رأس المنحنى (-۲۰۱۰) ٠‏ 
الدالدلها قيمة صغرى < ۲ اس 
محورالتماثل للدالتهو | 
لستقیم س- - ۱ 

مجال الدالۃ = ح 

مدی الدالت > [ ۲ » © [ 


ーー 


لوبیتال فى الریاضیات 


| حل آخر 
۰ ۰۲ جذرين للمعادلن 
۱ | لذا فان عواملها (س- ؟) » (س- ؛) 
۱ أى أن العادلۃ یمکن کتابتها على الصورة 
| (سن-۲) (س۔ 4)-. سے の に の‏ ٢س‏ +۱۴ =۰ 
| س'۔اس +۰2۱۲ ے بالقارن:‌مع 
の (‏ یی موک x‏ ۲ 
؟ س + ババ + ot‏ =‘ 
Y- = と ١ > ۲‏ 
= 


= -۷ 
ب 
۱ 


つ | 一 


0 : اوجد قیمت ۰۱+ب فی العادلت 


۱ 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

-: إذاكان جذریها‎ ٠= أس' + إ س + ب‎ ١ 

ا ۲۸ء ۔ ١ < (+ ۲۷ 3 ٢٣‏ 
فل 

۱ ۷ ۲۷-۰ جذورللمعادلت 

۱ ۰ ( س + ۲۷ ) ( YV ー の‏ ) عوامل العادلۃ 

| يكن کتایخ المادلخ علی الصورة : 

۱ 

۱ (س+ ۲۷ )(س- ۲۲۷) = 

وت ھا ویالقارنم‌مم の‏ + ( س + ب = ٠‏ 
| ۱ << ۰ 
| 


パ -= ニ ン ٠ 


| © اذاکان ۳۰۱ جذرا المعادلة 
| س + (ب-۱) س +۲ -. آوجد قیمتی ( »ب 

1 

| الطريقة البيانية 

۱ 

| وهی طریقہ يتم فیها رسم منحنی NN‏ على الشبکہا 
| التربیعیخ وبالتالى تکون مجموعة حل العادلئ ھی 

! نقط تقاطع النحنی مع محورالسینات وبالتالی فهناك 

| ثلاث اوضاع لمنحنى الدالۃ هی کالتالی : 

۱ 

۱ حل معادلة الدرجة الثانية بیانیا 


۱ المعادلي التربيعيي ر معادلي الدرجہ الثانی) يكون لها 


۱ 8 حلان فى م : 

۱ إذاكان المیز で ss うく な はーと‏ 
۱ ومنحنی الدالۃ فی هذه الحالۃ ی قطع 

۱ الحور س فى نقطتین هما حل العادلة 


دا للنحنی له قیمة عظمی ا“ 
وهي = ۱ : 
الدالۃ لها محورتماثل 
وهو س = ۲ 

と = مجال الدالت‎ 入 

8 مدى الدالت ‏ [ - ۰0 [١١‏ 
© مدی الدالة =[ ۰۰ 0 [ 


| (۱) النحنیات فى الأمثلۃ ۰۱ ۲ یمثل دالت لأن أى خط رأسی 
۱ يرسم فانه یقطع منحنی الدالدّفى نقطنٌّ واحدة فقط 

۱ 

۱ 

| (۲) مجال كلا من الدوال الأتیۃ هرح وكذلك آی 

| كثيرة حدود فان مجالها て‏ 

۱ 


۱ 
| (۲) مدی الدالۃ : هو أول وأخرالدالة على محور الصادات 
| دقيق فی الصف القانی الثانوى 


الجبرا ] لوبیتال فى الرياضيات 


Cs 三 
۲۸ لأن اكبر عدد یقبل القسمہۃ على ؛ واصغرمن ۲۱ هو‎ 
۲۸ لذا طرحنا من الأس‎ 


0 ニー ۸ 2 و‎ (۲) 


(:) ت" = ۱ لان الاس يقبل القسمة على ؛ 

)٥(‏ تا“ © الس سالب لذا نحت عن أصفرعندیٹیل 
القسمۃ على ؛ ویکون اکبر من 1۵ وهو 1۸ لذا نضيف 
للأس 1۸ - 1۹ے ری A+19-‏ = سے ت؟ 5 


ت ت 


(0 ك "اس ردد يقل اشنا على اضرم 
٩‏ هو ۵۲ لذانضيف ٩۲‏ للأس 
ت - 4٩‏ + = ری سح 5 


حي - لے 


(۷) ت < -۱ 
(۸) ت۲۰ = ١‏ لان الأس یقبل القسمۃ علی ؛ وان کان 
سالبا 


مثا ؟ اوجد قیمۃ كلا مما يأتى فى ابسط صورة 


)۱( وس أن +۱۷ )٦(‏ ت の‏ وس ٢+۵‏ )۲( ت %@ 一‏ ۱۵ 


لوبیتال فى الریاضیات 


ملاحظات مهمه : 

(۱) ۲ات" < - ۲ 

أى أن العدد ت" يغير |شارة العدد مباشرة 

(۲) 1ت" = - ات 

أى أن العدد ت" تخیر اشارة العامل لها وتترك ت بجوار العدد 
)۲( وت ーー‏ 

سثال | : اختصر لابسط صورة كلا من الأعداد 
التخيليت الأتيت 

() ت" (1) ت 

(۱) ت “ الأس عدد موجب لذا نبحث عن أكبر عدد اقل 
من ٠٤‏ ویقبل القسمۃ على ؛ ثم نطرحه من الأس ۵؛ وهذا 
العددهو 44 ت“+ = 

0( ت 1 < ۱ 

على & ®“ الناتج کڪ ت 


| الأعداد المركبة 


の في ح تساوي‎ ١ < の عل العادلم‎ AS 
لانه لا یوجد عدد حقیقی مربعه = - ۱ ولهذا كانت‎ ' ۱ 
هناك حاجہ لتوسیع مجموعي الاعداد الحقيقيم مما‎ ۱ 
آوجد مجموعۃ جديدة هی مجموعة الاعداد الرکبہ‎ ۱ 


کہ 


| وتسمي الأعداد علي الصورة ٤ک‏ دمت فت 
ا|بالاعداد التخيليت 


أمثلة 

= ۱-۷۲ 4 < ۱۰۹۷۸۶۹ )۱( 
کت‎ ۱ nv) 
مات‎ =!-x(e リ = 


つ 


۲۵-1۷ )۲( ۱ 
۱ 
۱ 


۱ )۲( چپ موجب نطرح منه آکبر عدد 
| ایقبل القسمۃ على ؛ ویکون أقل من الأس 
1 


ا او 511 يكون | احد 


N= ١‏ اک وٹ 


مثال ١‏ : حل كلا من العادلات الأتيت 


1۱ = ۱۲۵ + 'س۹)١(‎ 
۰ = ۲4۵ + oo(Y) 


(۱) ۹س' + ۱۲۵ < 1۱ 
۹س = 1۱- 1-2۱۵ سے ٩س<‏ - 1 


(۲) اس + ۲۷ = ۰ 
(4) 4 س + ۱۰۰ = ۷۵ 


(۲) ٢س‏ +۲۷ < ۰ ے 

۲س = Y-‏ سے س = کک د و 

سا <۔۹ سے ャ = の‏ 1 

(ご せ )= ニ て と 。 ご は モニ の 

(۲) هس" + ۲۵ = ۰ متروك للطالب 
(4) ؛س' + ٠١‏ = ۷۵ 

سا = ۱۰۰۰-۱۷۵ < - ۲۵ 


0 0 


8 الجزء الحقيقي - الجزء الحقيقي 


5 الجزء التخیلی ہے 


إذا ساوی العدد فی فان : 
الجزء الحقيقي < صفر 
الجزء التخيلى = صفر 


:سس مت بت رر تست ن تست سا سا اس اس اس اس اس اس اس ا سا سس شش تسه سم سس تست سس تست سس سس سس سس سس سس 


لوبیتال فى الریاضیات 


۱ مت وی حقیقی وآخرتخیلی 


| أوذلك علما بان كلا من العددین ( » ب أعداد حقیقیۃ 


| اذاکانت ب = ۰ عثل کے ع ٣>‏ ا و < -؛ 


الل د نت る‏ = ات dd‏ 8 = - ۵ ت 


١ OG‏ : اوجد الأجزاء الحقيقية والأجزاء التخیلین 


| اویسمی | بالجزء الحقيقى ويسمى ب بالجزء التخيلى 


۱ يقال أن العدد ا مركب عدد حقيقى صرف 


! 1ق يقال أن العدد الرکب تخیلی صرف 


| أفى كلا من الأعداد المرکبت الأتينّ 

۱(|۲) 5 ت (؟) = < ۲۰+ هت 
۲(۱۱) 5 <4- ات ۰ () 5 <۲ ج+ت 
|[(ه) も (1) ご = る‏ = ۱ 


۱ (۱) 5 <۲+۲ت 
| الجزء الحقیقی ٢٢‏ ء الجزء التخیلی = ۲ 
۱ 
رات Eo‏ 
ر الجزء الحقیقی = - ۲ » الجزء التخیلی < ه 
۱ 
7171 +۲ 9 
| الجزء الحقيقى = ؛ > الجزء التخیلی = - ۲ 
۱ () 5 < بت 
| لجزء الحقيقى = ۲ » الجزء التخیلی < ۱ 
(0) ۵ -؟ت 
| الجزء الحقیقی = ۰ ء الجزء التخيلى = ۲ 
۱ 
ارم も‏ = 
| الجزء الحقیقی = ۱ ۰ الجزء التخیلی = 
| 

الجبرا ] 


4ص = -۱۱سه ص = -) 

(۲) س +ت ص =( ۲+۱ ت )۲ 
<( ۲+۱ )۲ ( اجكت ) 
= ( ۱+ ٤ت‏ + وت ) (۲+۱ت ( 
= ( ۰-۱ + ءت ( (۲+۱ت ) 
=( -۲+ ؛ت ) (t+)‏ 
< 1-۲ ت + وت ديرتأ 
2 کا كر نه 2 ۲-۱۱ ت 

.س ۱١-5‏ ۰ ص <-۲ 


العملیات على الأعداد الرصبّ هی الجمع والطرح 
والضرب والقسمی وخواصها هی الإنغلاق والجبدال 


نفرض أنه لدینا عددان مرکبان هما 


: س +ٿ ص ۰ 5( < سم +ت ص“ فان‎ < る 


العملیات على الأعداد الرکبة تکون کالتالی : 


(۱) = ,+ 5 = (س, + س ) +ت (ص, +ص) 
る - 5 )۲(‏ = (س, - س, ) +ت (ص,-ص) 
)٢(‏ ق × ک = 
= (س, س, - ص ص:)+ ت(س, ص+ س٠‏ ص۷) 
り‏ ( 2 _ + ص 

る‏ : س, + ص“ 
ویتم ضرب العدد بسطا ومقاما فى مرافق القام وذلك 
سیأتی ذكره فى العددان التزافقان 
خواص العملیات على الأعداد المركبة : 
(۱) الانغلاق : 
る も ぃ る V‏ د ك فان : 
も る‏ + م دک 6 يم + つう る‏ 
や も * る‏ د ڪ ¢ る < る‏ دک 


)(( الإبدال : 


: د ك فان‎ ٍ 7٣۷7 
+ や も = 8 + 8 
る や < る = る < や る 
: ) الدمح ) التجميع‎ )۲( 
: م ۰ 5 د ڪ فان‎ ۰۵ ۷ 
) ۳۵+ る も)+ も = や る +( رق + 5ق‎ 


لوبیتال فى الریاضیات 


パー の ۲)۲((۲‏ (۲ ص +۱) ت = ۷+ ۱۰ت 


)۲(۱ 


؟ س -ص + ( س -۲ ص ) ت = ه +۱۰ ت 


)2 
(۱) (۲ س +۱) + صت 2< ۱۲-۵ ت 


.۲ س +۵2۶۱ ۰ +ص ۱۲-2 
۲ س < ۱-۵  <‏ ۰۰ 

リー = =* =‏ = 
に この‏ ى عد چت 
۲ س - ۷٢‏ > ۲ص +2۱ ۱۰ 
۲ س ٠۰5+۷5‏ ۰ ۲ص 2< 2۱-۱۰ ٩‏ 
ے ۳ سے 4 や a‏ 
س كم سو ۲ 


سے + ( س - ۲ص ) ت ٥=‏ + ١١ت‏ 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
CD‏ ٤٣س-۲+‏ (۲ ص +۱ ) ت 2 ۷+ ۱۰ت 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


- ص =۵ » س اص - ٠١‏ 
ام مہ المعادلتان أنيا وذلك كالتالى : 
۱ س - ص = ۵ ‘x 1X  )١(‏ 
اس - ۲ س - ۱۰ (0) ۲ -X‏ ۱ 
| 
| ۲س - ص ده س -۲ ص = ۱۰ 
-؟ س + ؛ ص = - ۲۰ -س + ص > - ۱۰ 
| + ۲ص ۱۵-2 ・+eY‏ =‘ 
| ے سیا س < - = 
1 ۲ ۲ 
| 
| 
| 
| 


۵ ؟ : اوجد قیمت س » ص فیمایاتی 


۱((۱)س +ت ص = (۲ + ۲ات )۲ 
| ((۲)6 س + ٤ت‏ ص = () 


ڪا 


| بت ص < لاهنت 


1 (۱) س +ت ص = (۲ + آت )۲ 4 +۹ت+۱۲ات 
٩-4 <‏ + ۱۲ ت < ۵ + ۱۲ ت 
“.دس > ۵ ( ص = ۱۲ 


) ۵ ۲-4 ( = س + ٤ت ص‎ ۲ )١( 

1 + ٤ت'‏ ۔ ١١ت‏ 

وك کا ورك :۱۱-۱۲ ات 
۲ س < ۱۲ م س =1 


Waled_elgarh 


0 ھ.,, RORY‏ اساسا ات با بت N PEE‏ ا شا 
(も x も)x も = も x*( も x も ):i‏ 
| (؛) العنصر المحايد مثال ؟ : اوجد قیمتس ص فيما يلى : ۱ 
| یوجد عنصرمحاید جمعی لای عدد مركب وهو الصفر (۱) س +ت ص = ( ۲ + ۲ت )(۲+۱ت ( | 
| ویوجد عنصرمحاید ضربى لأى عدد مركب وهو الواحد |(۲)۲ س + ٤ت‏ ص = (oir+t) (ait)‏ | 
(۲) س +ت ص - ۲+۱ ت)(۲-۱ت )ت 
۱ ۰ ۱ 
| (۵) العنصر ا معکوس : ١‏ | 
۱ الجمعى : ۷ 5 د ک یوجد - 835 د ڪ بحیث : の‏ ی 55 - 1 
اداکان : وس + تس (۱) س +ت ص > (۲+۲ت )(۲+۱ت ) ۱ 
| فان: - و =- من- ت‌ص 5 یواست 
١ ١ ۱‏ = +۷ ت وهو عدد مرکب ۱ 
۱ الضربى : ۷ 5 د ك یوجد る‏ د بحيث : .س = - )ع ۲ ص = ۷ ۱ 
! إذاكان : 5 = س +ت ص ۱ 
() ۲ س + ٤ت‏ ص = (۵۲-4)(+ ۲ات ( 
۱ < + ابو - ات" | 
۱ کے < ۰ 2 6 | 
امال ١‏ : اوجد قیمۃ ما يلى فى ابسط صورة ہف اک 
Cs‏ = = 
OJ‏ (۷-٩ت)‏ +(۲جت ) 7 وي 
۱ و ۱ 
1 | ۱ 
-٤( (۲‏ ۲ت ) (+۲ت ( )0 س +ت ص = (۲-۱()۵۲+۱ت) ت ۱ 
۲( (٥-1ت)‏ (۲+)ت ) = (۱ - ご (a が + が‏ | 
۱ = (۱+) ت عدوت وهوعدد تخیلی صرف | 
۱ )00 (4-۷ت )+(۲ +ت ) “دس = ۰ ۰ ص =ه ۱ 
!| = (۲+۷)+(-۱+))ت ۹<۶-]ت 
۱ ۱ 
01 (۱۲-هت ) - ( ۵۹-۷ ) العددان الترافقان | 
٩+۷ - 20-۱۲ < |‏ ت هما العددان المركبان التشابهان تماما فى الأجزاء | 
= (۷-۱۲) + (-ه+1)ت = وجوت الحقیقین والتخیلین ولکنهما یختلفان فى اشارة | | 
۱ اسجز, انتخیلی ۱ 
ا )6 )+ ت( (۲-ت ) ; : جوت ۰ ۱-بت_| | 
۱ = ۸-1 ت +۹ت -۱۲ت؟ ۱ 
۱ ا نوتف :د (۲۱ + هت .وت ۱ 
| () (۲-۸ت) )+( ال ہد ۱ 
KK + ۱1 =‏ ۹ ت؟ 1 1 
ヒー ۱‏ نے te e‏ | 0% | 
۱ نو وی خواص العددان الترافقان ۱ 
a |‏ جه مه 5 ۱ 
| )6( (۲+۳()۵1-۵ت) (۱) حاصل جمعهما يون عدد حقیقی صرف | 
۱ 0 "م, ) い‏ حاصل طرحهما يكون عدد تخیلی صرف ۱ 
| 5 اليه - (۲) حاصل ضریهما دائما عدد حقیقی ۱ 
| = ۱۵ + ۵۸-۱۲ 2 ۸-۲۷ ت 
| فحاصل ضرب العددان ( + بعت ・「 ご ンー ト‏ هوکالتالی || 
۱ (( + بت) (۱-بت) = (آ+ب ۱ 
۱ ۱ 


الجبرا ] ٹوبیتال فى الریاضیات 


r ェ ーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー で 


(Y)‏ ۲+ پر ۲+ بے 
۲ب ۲+پ 

۲ 1+ ب +۱ ۳ ۷+ ب 
+۱ ۵ 


x 


)4( متروك للطالب 


مثا ٤‏ : اوجد قیمۃس › ص فی‌کلاممایأتی 
(۱) س بت ص = ۲ ت ' + وت + ٢ت‏ 


ت یر ے 9 +ب)(-ب) 
(1) س + ت ص 6 


(۲) س + ت ص = ( ۲ت ۲ت ) (۲ + ت 


os) 
ت٣‎ + س+تص = ۲ ت ' + وت‎ )١ 
ت٣‎ + eat= ت٣٢‎ + دوت ۱+ + (-؛)‎ 
)ت )وت‎ at-= 
۱ <2 ےس = - ۰ ص‎ 


) ت 


یس یر ے (۲+ب)(۲-ب) ی ۱+۶ ے ٥‏ 

= ニー 2 = + N 
۶ب ۲ب ۲+ب‎ +۲ の س‎ ) 
کپ ٢-؛ ب _ ۲۰-۱۵ ب _ ۲۰-۱۵ ب‎ 

{o ١1+ 1 ب‎ ٩-۲ と KTY 


سثال) ۵ : آوجد شدة التیارالکلین الارة فى مقاومتین 
متصلتین على التوازی فى دائرة كهربية مغلقۃ إذا 
كانت شدة التيارفى القاومن الأولى ご パー6=‏ وشدة 
التيارفى المقامت الثاني ؟ + ت علما GL‏ شدة التیار 
الكليي تساوى مجموع شدنی التيارالمارة فى المقاومتين 


ひめ 


شدة التیارفی القاومتین = 
شدة التیا رفی المقاومة الأولى + شدة التنیارفی القاومن الثاني 
= ۲-۵ ت +۲ +ت > ۵۲-۷ 


لوبیتال فى الریاضیات 


ل ١‏ : اوجد قیمت‌مایلی 

ترسكت (ご (+Y)‏ كوب كن 

؟) (-؟+هدت)(-؟ وت ) < 6+ ۲۵ < ۲٩۹‏ 
؟) (۲+۸ت ) ) (ご パー 人‏ = 


؛) (-۲ + 2۷ )(-۲ -لات )= 


مثا ۱ : ضع الأعداد الأتية فی الصورءةس +ت ص 
دب 
と バー6‏ 


۷ ۲ب 
۲- وب 


۳ 


۱) لجعل العدد ーー‏ 
۲- ۲ب 

يجب جعل القام عدد حقیقی صرف أو تخيلي صرف وذلك 
بضرب العدد بسطا ومقاما فى مرافق القام 

+ ۲+ اب ۲ ۲ 


(ぴー キー = 
۱۲ ۲ ۱۲ +۹ 


۱ پر ۲+ ۲ب 
۲- ۲ب ۲+۲ب 


(۲) بضرب العدد بسطا ومقاما فى مرافق القام 
۱+٩ _‏ ب +۱۲ ب N+‏ 
١1+ 1‏ 


+٣٢‏ ؛ب 
۲+ ب 


- い ー と 9 _ ۲+۵اب ے ۵٤ب جاب‎ と 2 
114 ۱46 + ۵ ۱۲+۵ب‎ と バー6 

9 - 
تسب 
۳1۹ 


(۲) 


1 


ك + 
۳1۹ 


0 ۲ : أوجد فى ابسط صورة كلا مما يأتى 
ーー )( ーー ۵‏ 


NM 
(0) ーー 0 


+ 
۲-۵ 


ا ے 
)( = 
۲ 


۸ 
ll 


۸ + ۵۲ب _ ۱۷۸+ ۵۲ب 
1 +4 ۳ 


× ۲+ ۲ب - 
۲ب ۲+۱۲ب 


(۱) سالب >・ 


فى هذه الحالۃ لا یکون للمعادلت أى جذور حقیقیہ 


ولكن الجذورتكون أعداد مركب 
حل المعادلة Laka‏ : 


لا یقطع منحنى الدالۃ أى نقط من المحور س 


مثال)١‏ بين نوع كلا من جذرا العادلات الأتيت 


(۱) س'- ۲ س + =۰ (۲) سا + وح. 
(۲) ٢س'‏ + ١٠س‏ =۰ (4)) س - س +۱ <ه 


ひめ 


(۱) س'- ۲ س + ه -. 
ب ١-‏ ۰ هر < ه 


المیز ب ۲-۲ = (-1)۲- ٥××‏ 


۱[ - < ١  < 


المیزعدد سالب لذا فان : 
مجموعۃ الحل と ぁ‏ 


٩ < هب‎ < 


الممیز ب' - ٢٤٤ھ‏ = (۲)۰۱- ۱ ×۹ 


¢ ۱ 2 ۱ 


(۲) س ٩+‏ <ه 


بپ = ۰ 


۳۱۰ 2۳۱-۰ = 


と ぁ سالب لذا فان مجموعۃ الحل‎ se Sell 


م ك٠‏ ¢ 


) 0( > ۶۷ 


(۲) ۲ س۲ + ۱۰ س-0 =۰ 


0- 三 ム < 


۵ ۲ 一 (いい ) = ニュ は ー と っ 


۱۱۰ = 1٩۹ +۹ 


*. المیزعدد موجب ليست مربع کامل 
". الجذورأعداد حقیقیۃ غيرنسبين 


لوبیتال فى الریاضیات 


۱۰ ニン 


دوج 


)٤(‏ متروك 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| العادلت التربیعیح إ س' + ب س +م - ٠‏ #۶۱۷ ۰ 
| دائما لها حلان ر جذران) هذان الجذران يكونان : 
| © متشابهین © اعداد نسبین 

۱ © أعداد غير نسبیۃ © أعداد غير حقيقيه 


| المعادلات السایق ذكره وهو : 


االعادلت | の‏ +ب س +م - ۰ ۲۷ ۱7۱ لها جذران 
۱ 


أ ولكن الذى يحدد نوع الجذرين هو ذلك القدارالوجود 


| تحت الجذر ویسمی المميز وهو ب' - 4( +. والمميز 
| یصنف أنواع الجذور ٹلمعادلۃ كالتالى 

۱ 
| إذاکان المیز ب ۱-۲ + 


۱ 
| (۱) موجب > ۰ 


| فى هذه الحالت یکون الجذرین حقیقین مختلفین نسبیین 


| أوغيرنسبيين حسب نوع الجذرین فاذا كان : 
| آ8 المیزمریع كامل 
| يكون الجذرین حقیقیین نسبيين 


| 

| حل العادلة بيانها : 

| منحنی الدالت 

| و(س)- س أ +ب س +م- ۰ #۶۱۷ 

| یقطع محورالسینات فی نقطتین هما جذر العادلم 


| 
فى هذه الحال یکون جذری العادلت متساویین 
رمتشابهین أومكررين) وکلا منهما یساوی > 


2 
| حل العادلة بيانها : 
| منحنى الدالت التربیعین يمس محورالسینات عند 
۱ ۳ 
| النقطح )<( 
۱ 2 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
الجيرا | 


(۱) أثبت أن جذری العادلت 
の‏ + ك س + ك <۱ ۷ ك دی دائمانسبیان 


(۲) آوجد قیم ك التی تجعل العادلت 
هس + )س + ل = ۰ 
3 حقیقیان متساویان 
3 تخیلیان 


حقيقيان مختلفان 


لوبیتال فى الریاضیات 


ii 
| الممیز = (معامل س )۲ - ؛ × معاملس' × الحد الطلق‎ 
۱ 

ع(۔(عء+۵))'-۔؛×۱ء>×(لء-)دے ۱ 

سے ۲+ ال dt d+‏ مب ۱ 
= ال + + | 
۲ 5 ۱ 

=( -۔ل)' +۲۰ وهذا العدد دائما موجب ۱ 
لذا فان جذرا العادلہ یکونا حقیقیان ۱ 
۱ 

مثا ۵ : اذاکان ۲ عدد نسبی فان جذری العادلة | 
٥‏ س + و( +۲) س +۳۲ = ۰ یکونان نسبیان | 
ال ۱ 
٥‏ س + و(” + ؟ ) س +۲ م = ۰ ۱ 
۲۵2 ءبع و(م+؟5) < <۲م 
الممیز دب ٢‏ ھ> )6 CYxtox% 一 '((Y+C)‏ ۱ 
xto 一 ( 4+ で 1+' て ) 0=‏ 

1 )٩+ ۳۲-۲۳ ( ۲۵2] + で バー で 1+ ۳ [ (6= 
۱ ٦ 1 ۲ 

<ه ( ۲-۲) = [ ۲-۲(۵ )] ۱ 
مریع کامل لذا فان جذرا المعادلة هی أعداد نسبیۃ ۱ 
۱ 

سثال 1 : إذاكان جذرا العادلن 
س ۲-۲ س + ۷ك - 1 س) + و -. ۱ 
متساویین آوجد قيمت ك ۱ 
(فل ۱ 
س ۲-۲ س + ۷ك - 1س + و -. | 
وخر の Y= ょ ・ (1- の (-) = と‏ +4 | 
۱ 

الجذران متساویان ٠.‏ المیز = صفر | 
المميز < ب' -؛ ( م ۱ 
の Y) ۰۱۷۱-۲۸۱ Qt-)=‏ +4( | 

۱ ۲۱ - ۵ ۸ 0 ۲+۳۱ + ۲ دولك‎ 
۰ < دوله وله‎ 
| ・=()- の ) の % 
)= ニ の . . < لو‎ 

۱ 

۱ ۱ 
ترریب ۱ 
۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

1 


‘= + (۱-۳۲)س‎ の | 


چا ب ت - (۱-۳۲) ¢ مما 


| العادلۃلیسلماحلف یج :سه المیز < ۰ 

= > Po المیز‎ | 

ا المميز= ۱-۲ = (- (1))۱-۳۲-) ۱ »ا مأ 
= +۱- 7-۳ < 

نام + >I‏ 1م <-۱ + ) 


۱م >! سے 2] ۰[ 
۱ 


ا = (س :س دح ۰س > ) 


۲۵ |ذا كان جذرا العادلن ۲ س O+‏ س + =٥‏ ۰ 


۲2 : بخ و ۰ هده 


'“الجذران متساویان س> .. المیز = صفر 

| للمیز ب ۱ هه < ۰ 

| و۰04۲ نے وع 

“== | 

ان 1 ۵ ۱۹۷ 

| 

|أعثال 5 : اثبت أنه لجميع قيم ل ۲۰ الحقیقیتین 


یکون جذر العادلن ( س- ل) ( س - ) <ه 


حمیمیں 


ひめ 


( س-0) (س- ب ) < هھ 
| سآ ٣‏ س -ل س +ل 2۵-۲ ۰ 
اس - ( ゥ て 9g+ の (gr で‏ =・ 
(=e ۱2۶۲ |‏ +ل) معل 0-۳ 
| لیکون جذرا العادلۃ متساویان فانه 
لابد أن يكون المیزعدد موجب 
۱ 
| 


)١(‏ فى العادلۃ السابقۃ إذاكان ١‏ > ۱ تصبح المعادلة 
の‏ + ب س + م = ۰ ويكون : 
< ل م دم 


ل + ۲ < - ب 


(۲) اذا كانت ب = صفر تصبح العادل 
( س + م = صفر ویکون : 
ہے <صفر 一‏ < ل --م 


)٢(‏ إذاكان | =2 أى أن معامل の‏ الحد المطلق 
تصبح المعادلت ( سآ + ب س + - ٠‏ ويكون : 
ل © ١‏ ای أن كلا من الجذرين معحوس ضربى 
للأخر 


مثا ۱ : فی المعادلات الأتیۃ أبحث نوع الجذرين 
وأوجد حاصل جمعهما وضربهما 


(۱) ۲س + < ؛ س ()) ۲ س + سه = . 


(۱) س += ٤س 一‏ < ۲سآ )س + < ۰ 
t= パニ |‏ هد 
الممیز ح ب ' -؛ ہے (۔؛)' - ۵۲ 
< 1۰-1 《4 
۰ الجذران غير حقیقیان 
ہے ٤‏ 
8 حاصل‌الجمع = ェ ニ マー‏ 


人 


عدد سالب 


حاصل الضرب = 


(0) ۲ س ۲+۲س- ۵ =۰ 

۱ ۰ بع ۲ ۰ &¢=-0 

الممیز ب ' -؛ (هع (5)' )×۲ <- و < 
)٩ 2۰ +٩ <‏ 

المیزمریع کامل لذا فان الجذورآعداد نسبیة 


8 حاصل الجمع = -> - < 


8 حاصل الضرب = ーー‏ 


لوبیتال فى الریاضیات 


العلاقة بين 


جذور العادلة ومعاملاتها 

| نعلم أن المعادلت ( س + ب س + م = ۰ معادلم‌من 

| الدرجّ الثانييّ لذا ومن النظرية الأساسیۃ فى الجبر 
| يكون لها حذران مهما كانت كينونتهما ونفرض 


| آنهما ل ۰ ۳ 
۱ هذان الجذران ینتجان من القانون 
-ں + = + 
NK 1‏ 
۱ ج سم 
لذا فان أحدهما لیکن ل = hy‏ 
ンー‏ د ー と‏ ٤ھ‏ 
ーー ニー テー‏ لذافانه یکون : 
と ンー‏ > ان ٣٤ھ‏ نينب + ーッ‏ ٣8ھ‏ 
+d‏ 


۲ ۳ 


0 ٤ھ‏ ب + دش 


びー- こと - と -‏ ے دب 
۱ ۲ } 
ل جام سے و )۱( 
سو سے 7 + رع + 0 ٤8ھ‏ 
8 ل م = ※ ーー‏ 
۳ ۲ 
と と‏ + اه ۶( _ مه 
۶۲ ۶4 ۲ 
ーー- 5 =¢d‏ سم[ 
یمن استنتاج حاصل ضرب وجمع الجذرین وذلك 


| بمقارنی العادلتین : 

| و حه (س- ل )(س- ۲) <ه 

| و حه س +ب س + هم < ۰ 

| وذلك بعد قسمت العادلت الثاني على ١‏ 
۱ 5 9 -معامل س 
معامل س" 


ااحد اامطلق 
معامل س 0 


حاصل ضرب الجذرين = 


"っ + の リー س‎ )٤( 
۲ احد الجذرین يقل عن مریع الاأخربم قدار‎ 
۲-۲0۰ نفرض أن الجذران هما ل‎ 
٠١- ۲-0 + ٭* حاصل الجمع > ل‎ 
۰ 2۱۰-۲ ے ل'+ل‎ 
۰ 2۱۲ - ل‎ +۲0 
= ))+ 0 ( )۲- ۵ ( حه‎ 
ل- ۰۲ لے‎ 
حاصل الضرب = ل (ل' -)2 ) = هب‎ 
۲ < عندما ل‎ 
いり =YxY=((-Y)Y= ュ < 一 
) عندما ل سد‎ 
۵1 ےھ - ) (-۲-۲)۰) < - ×اے۔‎ 


مثا ۲ : |ذا کان حاصل ضرب جذری العادلت 


Ot‏ س + ك = ۰ یساوی ١‏ آوجد قیمۃ ك ثم 
آوجد مجموعّ حل العادلۃ فی ك 


ایل 
نفرض أن جزریها هما ل »م لذا فان ل م = ۱ 


ل == ل - ۲ 


・ ニ パ + の バー ual 
۲ < ۰ب <-۲ ۰ دج‎ ۲< ( 
۲۲۰ -) < المميز = ٤م ہے‎ 


سح ی۔- ۲۱ < ۲۲ 
ما المميز < ۸۔٢٣‏ ۲۱۱۷۶ ت" دعوم كات 
ی دب اج 


كم 
ے ۷۹۶۲ > دريو مت 


مثال ٤‏ : إذاكان ( ١‏ + ت ) هو sol‏ جذورالعادلت 


سأ 2 س + > ٠‏ ۱۷ دح فاوجد الجذرالأخر 
وقيمي ١‏ 

إذاكان ١(‏ + ت) أحد جذور العادلۃ فانه حتما يكون 
(۱- ت ) هوالجذر الأخروذلك لأنهما مترافقان 


لوبیتال فى الرياضيات 


١ ١ 
= + 

س + ۱ 

بضرب طرفی العادل فى (س- ؟) (س + ۲) 
س + +س- ۲ = ۲( س + ۲) (س - ۲) 

| ے٢‏ س = ۲ (س"-٩)‏ 

۲ س < ۲ س۱۲ کے ۲ س۲-۲ س - 2۱۲ ۰ 

| آکمل بنذ بنفسك 


۱ 
۱ 
|امثال ؟ : اوجد قيمت م إذا علم أن احد جذری‌العادلن 
)0( '-1س + م > ٠‏ مریع الجذرالأخر 
٢ |‏ أحد جذری العادلت س ' +۲ س ام < ا و 


EA | 

| نفرض أن الجذران‌هما ل » ل' 
دنا 
! حه لآ+ل ده 


!)9 -۲)( +۲) = ے “.ل > ۲ - 


ا حاصل الضرب = ل × ل" NM‏ 
١‏ 

مدل" : 

!| .عند ل < ۲ م- ۸-۲۲ 

! .عند ل = -۲ مج = )- \(`= ۲۷ 

۱ 

| (۲) بنفسك 

| 


| () النسبۃ بین جذری العادلت :س م س +1 <ه 

| هی ۲ : ۲ 

| نفرض أن الجذران هما J< dt‏ 

| حاصل الجمع = 05 + ٢ل‏ 2 ول م ل )١((‏ 
| حاصل الضرب =۲ ل 0۲ -<1ل' -1 ے ل' - ١‏ 
0۷ ۱۷۶ =+ 


الحد المطلق _ 


معامل ن" ーー‏ 
۲ 

Ea‏ م۱3 عم 
4 


کے م ۲ +2۱ 


۱ سے م2‎ ・=(!)- て )()- て ) 


(۲) متروك للطالب 


مثال | : اوجد قيمة © التی‌تجعل : 
(۱) مجموع جذری العادلن 
一 の‏ ( ۳ + )) س +2۲۲ ۰ 


یساوی حاصل ضرب جذرى ا لمعادلہ 
۲ س + ۴۱۷ س + =‘ 


)۲( أحد جذری العادلمٌ ۸ س'- ۰س +م > ۰ 
يساوى مریع الجذرالأخر 


ال 


س ( ۴ + ) س +۲ م = ۰ 
۲ س۲ +۷ س + م =۰ 
6 +4 


مجموع الجذرین ーー‏ 


۲ 


حاصل ضرب الجذرین = ー‏ 


ولکن مجموع جذری العادلۃ الأولی = حاصل ضرب جذری 
الثانية 
2 


کسر ےہر روہ 


ے ‏ 2-۲-۲ ۰ 
( ۲ -۳()4 +۲ ) <ه 
سم = -( 


۰= ۲۰س + م‎ の AO) 
بفرض أن أحد الجذرین = ل يكون الأخرل'‎ 
ーーー < مجموعھما = ل + ل‎ 8 
ل + ول < وا‎ t= 
۰ < ل -۱۵< ۰ (۲(-۲()۲ ل +ه)‎ ) + 4 


لوبیتال فى الریاضیات 


… الجذرالاخر هو ۱- ت 
۱ الحد المطلق 
اسل کرد الد ك چ 


معامل س" ۱ 


FSIS UO OVS 
ے۲‎ 


ol‏ ۵ : |ذا کان ( ؟ + ت ) أحد جذورالعادلت 
!اس" - ؛ س + ب = ۰ آوجد الجذرالأخروكذلك 


قيمئ ب 
۱ 

۱ 
لفل 
| إذاكان ( ؟ + ت ) أحد جذورالعادلت فان الجذر الأخرهو 
| (؟-ت) س .. الجذرالأخرهو (۲ -ت ( 


| 
| الحد المطلق 

| حاصل ضرب الجذرین - لك ہے د وي 
معامل س ۱ 
اب ( ۲ +ت ) (۲- ت) < + 2۱ ه 

ايع كم 

| 

| 


مثالِ ۵ : أوجد قیمۃ ١‏ التی تجعل : 
(۱) احد جذری العادلن ۲ س" + ( ( -۲) س -۵ < ۰ 
هو العکوس الجمعی للأخر 


(۲) أحد جذری المعادلت ۱۲ س' + ۷س + ١ + '(١‏ -. 


مو العکوس الضربى للأخر 


(؟) مجموع جذری العادل 
(۱-۱) س + ((-۲) س-<۰ یساوی ۵ 


م - ۲ 2 ーー‏ م = - ۵ 
الجذرین ل يكون الأخر - ل 


ےر رر ہے معامل سے ۔(۳- کے 
مجموعھما = 9 +)- 9 ( سس“ 5 


.= س = 


(۲) ۴۲س + لاس + م +(=. 
/ 


بے Y=‏ وک 
۱ ۱ ۱ 
نفرض أن أحد الجذرین‌هو ل فیکون الأخر 2 
حاصل ضربهما = ل × : = ) 
0 الجر ا 


بج ؟)٢_‏ پ١‏ -ب؟) = م 
) اا ا ۱ 
٩ と‏ ا ر ا ٩‏ اهم 
۶ 4 ۳ ۲ ۱ 
بے ۱۸-٩‏ ھ 
111 3 } 
一‏ < ع و ی ہا اا 
ト 4 2‏ 
ト %= ト 4ー ン‏ ^ 


مثال ۸ : اوجد قيمت ب التی تجعل مجموعالجذرین 
للمعادلت س'- (ب +۲)س + ۵ب"- ٠‏ یساوی 
حاصل ضرب جذری العادلن の‏ - "ب س + ب = ۰ 


(فل 

مجموع جذری العادلۃ الأولى = ب + ۲ 

حاصل ضرب جذری العادلۃ الثاني = ب ' 

بأ دب ٢+‏ حه ب 一‏ ب-)- ۰ 

(ب-۲) (ب +۱) =۰ کڪ ب = ۰ ب 2 -۱ 


مثا ٩‏ : اذا كانت النسبن بين جذری العادلن : 


۸ س' - ب س + ۲= ۰ تساوی ۲ : ۲ آوجد قيرب 
(فل 

نفرض أن الجذرین dt‏ ۲۰ ل 

مجموع الجذرین = ؟ ل + ؟ ل < هل = 


と 
A 
(0 一 0۱۰ 2 کے ل = > سے ب‎ 


اق حاصل الضرب = ؟ ل ۶ 01 12 


7ے 。 21 "کا 


= 1 
۱ ۸ 
ے ل = ۸١٦۱ء‏ ی؛ —)( 
بالتعویض من (۲) فی (۱) 
بولک هب = ۰ ل 


عندما ل = ؛ 
عندما ل 


۱۱۰ 2*۰ = ب‎ < 一 
۱۱۱ - 2-۰ > ۔غ) حه ب‎ 


لوبیتال فى الرياضيات 


مثا ۷ : أوجد الشرط اللازم لكى يكون أحد 
| جذری المعادلت | の‏ + ب س + م - ٠‏ 
| (۱) ضعف الجذرالأخر (۲) يزيد عن الآخریمقدار ٢‏ 


.للا ےل نس ات سس بب 
۱ 

| ا حاصل ضربھما = = ل × ل' = ل 

۱ 

اعندما ل = 5 

۱ ۱ 

| هم ہد رت N=‏ 

۱ 

ーー = عندمال‎ | 

۱ 

اک م ۱۵۱2 = A= ٣) ( x۸‏ دو 
۸ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 


أ (۱) نفرض أن أحد الجذرين ل فیکون الأخر ۲ ل 


| 8 حاصل جمعهما = ل +01 <۲ل = -> 
| 

| کے اس ۱( 

۲ ۱ 

| 8 حاصل‌ضریهما = ل ×۲ ل = ۲ 0 > + 
| 

E 

| 

| بالتعویض من (۱) فى (۲) 

امل سے と テー‏ 5 )نے ^ 

} ۳۲ | 

| ہب )ےم 

| ع الى 

١ 3 ト 『4 | 

ا حهاب < 4 | ム‏ 

| 


أ (۲) نفرض أن احد الجذرین ‏ فیکون الأخرل ٢-‏ 
۱ 8 حاصل الجمع > ل + ل -۲ 2 ل =Y-‏ -> 
۱ 


|= حكب4؟ سم ل = (リリ ーー!‏ 

۲ Pf 1 | 

+ 9Y- d= (パーd)d= حاصل الضرب‎ 8 
((— =dY-'d 


۱ 
| = 
۱ 
| بالتعويض من ١‏ فى ۲ نجد أن : 

| 
| 
| 


Www.lopital.net Waled_elgarhy 


Y= ニニ ニュ ニニ = —+ العادله‎ て 

rt-'(+d)=Tr'O() | eh 
] ۲ 0۲-۲) ۴+ (ل‎ [ (C+9) = て +9() امجسے سس مس ری‎ 
۴0-۲) + هنال سے سرت (۲) (0 )ىم( ل‎ | 
) ۳+ اس( ل +( ) س + ل م < . (4) ۳-۲۵ = (ل-۴) (ل‎ 
EO (EEE UES أى أن المعادلة التربيعية يمكن كتابتها على الصورة : زم ل‎ ۱ 
۰ = س - ( مجموع الجذرین ) س + حاصل ضرب الجذرین‎ | 
1 
| 
کون العادلن‌التی جذریها كلا من‎ : ١ مثا‎ | 
ED ۵۰۲ (|| 
۲۱۷+ ۲۰۲۷۸ -۲ )4( ه‎ ۰ ۵-0۲(۱ 
مثا ۲ : اذاکان ل › » جذرا العادلن‎ 1۳1 
؛ = ۰ أوجد القیمۃ العدین ما‎ = 1 
س '- ( مجموع الجذرين ) س + حاصل ضرب رو موي ست ادي‎ )۱( | 
に 2 ۰ 三 ・ 1 ۱ 
r-g  Yr'9( ۳+۲۵ (مض‎ 1 
آ0(‎ Y。 ャ ۰ 2۱۰ + لاس‎ w الهم‎ 
ا ی زول حے رحد‎ ۱ | 
= )-۲( + س( - 4+ ۲) س‎ C1 
ds "パー の + احم س‎ 
٠ = )+ س۲-(-۵+ه) س + (-۵<۵) <ه |ذا کان جذرا العادلۃ م س' - ۵ س‎ ) | 
: ol て rd هما‎ ・=6ー の کے‎ ۰ = |! 
مجموع الجذرین = ۲ - ۲۱۸ + ۲ +۲۷۸ = ؛ 8 حاصل الجمع ل چم کا ہس رہ‎ 0 
ا‎ ۱ = ۲-٤ = ]۲۷+ ۲ () ۴ - = حاصل ضربهما‎ | 
کچھ‎ ニニ = に = آق حاصل الضرب ل م‎ ۰ = ) ۲-٤ ( + س وس‎ ۱ 

سا ؛س +۱ < ۰ معامل س 1 


(۱) ۲+۲۵ < ( ل +ع )۲-۲ J‏ 
= ) )۲-1 = ۸-۲۵ < ۱۷ 


۱ س-۲س + ١‏ = ۰ اوجد القیمت العددين لکلا || (۳۵)۲+ = (0 +۲) [(0 + )0۲-۲ ۴ ] 
= )6( [ (۲-۲)0*<؛ ] < ۵ ۲ ( ۲۵ - ۱۲ ) 


1۵ > ۱۲ ۲ ۵ < ۰ | 

= キュ 0 ل‎ ۴+ ۳۲۵ )۱((۱ 

۱ کت (f)‏ ۵ ۱۷۶۲۰( + )۱-1 لم 

۱ فل = ۔ ؛×؛ = 2۱1-۲۵۷ 2۹۷ +۲ 
۱ ش = 

(て +J) (r-J) = ۳-۲۵ )٤( ہس وہ ضس یسلت‎ 

| حاصل جمع جذريها = ل + ) ارز = ۽ < ۲4 ۲ ه ب وا 

| .ےی الحد اامطلق _ ۱ )6( マー"9‏ = (لں-ع) [(ل +۳ )۲- ل ] 

(-(0)x¥ = [Y- "6] x パ よ = IS ۰۳ 9 - 99۳ عاض‎ | 
رویم)۔ اھ یے ےت‎ d= d+ ار[ و‎ 


الجبرا ] لوبیتال فى الریاضیات 


ثأل/۵:|ذا كان الفرق بين جذری العادلن 
の‏ + م س+ ٢ھ‏ = ۰ یساوی ضعف حاصل جمع 
جذری المعادلت س' + ۱ س + م ٠=‏ أوجد قيمت م 
(فل 
بفرض أن جذری العادلن 

س + م س+ ام = ٠‏ همالع 

ویفرض أن جذری العادلۃ 

の‏ + ماس ام-٠‏ هماهءو 
بذلك يحون ے ( ل - ) = ۲ هو 

・ ニ バキ の ム + の أولا ل -” من‌العادلی‎ 


ت عو سے .ها 
+d‏ عاك 、 1 ۱ یت 
ل م ーー ュー‏ ۳ ۲ 

dk 一 '( て +d) し =( - 9) 


ム 人 一 ' ム レニ = ۲۷ج‎ ۲) -) = 


=a+ ( + の ه و من‌العادل‎ ۲ LG 


هود دم )1( 
ولکن ے ( ل - ) = ؟ هو وبتربيع الطرفين 
(て - す 9)‏ = (هو)" 


( ھا ۸ھ )'ع ؛×(ھ)' 
ھا خر )ها ے )مادا مات 
ھا + تب حه م( 三 (A+ ょ Y‏ ・ 
۸ 


ー- 三 ム ¢ 


وو 0 


مثال 1 : إذا علم أن جذرا العادلن س' --ہ س + 1 - 


هما ل ۲۰ آوجد العادلت التی جذراها 
)9 - ۱-۳(۰)۱ 


0 ひめ 

فى تكوين العادلن یلزم ایجاد جذورالعادلن العطاه 
ولکن فى معظم العادلات تکون جذورها تخيلية لذا 
یصعب التعامل معها بعد ایجادها لذا فان الطريقت 


التاليي تکون حل أمثل لمعظم السائل 
المعادلة المعطاة : 

۳ -معامل س ٥‏ 5 
9 ۳ 1 معامل س" ۱ ۱ 


لوبیتال فى الریاضیات 


| 
| 
۱ (فل 
أولا العادلت لا بد أن تکون صفریۃ 
يوهي ل ۰ ۳ 


| ・ ومع اد 
| (ل- = r+‏ 
| 
ーー × (=‏ 
ا 3 ۳ 1 _ At ٩‏ 
や ۷ 1 ۳۴ ۷‏ 0 ۳ 
۲-4٩ ١ _ |‏ بيكس _ ۱ ۲۵ + ۲ هب 
"ーー ビデ |‏ جج 
| 
اش ل -م- 2 
| ۲ +۲4 ۱ ۱ 
ニニ ニーー ۱‏ ويتربيع الطرفین 
| 
rt ۱‏ الام ۵) ع) مج = 
ا 
ا 10-۱0 = عومد لا 
| ۰ 
| حل اخر 
| ۷ ١-دم‏ 
マ 9k0) 一 ニモ +9 ۱‏ = -(۲) 
| 

(0 一 エ =- Û 

بچمع (۱) ۰ 5 
| 

مومه د اام ذاعم 

1 1 1 

=0 < 一 = dt 

بالتعویض فى ١(‏ ) 

TTT TTT 


ムー) _ リー . ۲ 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
Y 1 1 2 1 | 
| 
١ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


ニー メー< 三 ل مع لدم‎ 
1 1 ۲ 1 
13ح 77ےے رت۴‎ 
٦ 1 
4 三 ム < リー-Y-= ム - سے‎ 
Ha 


ل يحقق العادلۃ العطاه لأنه احد جذورها 

۰ ۲ س + oN‏ +ه = 

۲ ( ۱۸ س ۲ )۲+۲(مس ۲ )+= 

۲ ( س-۲ ) + ۲-۲ + مع 

۲ س -1 +۲ س ・=6+Y-‏ 

۲ س ١ح‏ ۲ م,آس- ۲‏ بتربیع الطرفین 
() س -۲)۱< (۲ مس -۲)۲ 

4 س + ۱-س < ۹( س -۲) = ۲۷۲-۹ 

4 س ٩-۲‏ س ٩۹‏ س +۲۷+۱ = 

4 س ۱۲-۲ س +۲۸ = ۰ 


مثا ۸ : إذاكان ل ۰ ۲ جذری العادلت 


كس" + ۲ س -۷- ۰ أوجد العادلم التی جذریها 
(ل +۲۲ ) (t+?‏ 


ایل 
العادلة العطاة : ٢۲‏ س +۲ س -۰<2۱۷ 
ل += ل مع \ー‏ 


ا 
المعادلة المطلوية : 

حاصل الجمع 

= (ل +۲ )+( ۴ +؟)'= 

< ۲0+ ول یم دوم t+‏ 

A+ (C+) + ۱+۲0 < 

۸+ (て +d ) + (ل+م)'- لے‎ = 
パー Yー ۲۸۷ ۱ أ‎ 

۸ +(—) er وروی‎ 


= ۲)۲+۳(< ۲۲+ 9) = 


[t+ ۴۲+ (۲+۳ [<< '])) + ۳()۲ + [(ل‎ 
۲] + (C+d (۲ +۳ 0[ = 


جو حا ور (-۲+) 


لوبیتال فى الریاضیات 


e の 4279‏ میں --------- 
| , _ الحد المطلق_ 1 
تچ وا یت 
! العادلة المطلوية : 
| حاصل الجمع 

عل -۱+م-۱ع<ل 2۲-۲ ۲-۵ 2 ۲ 
ا 


ニ =( ) -)() - 0 (=‏ 9 م-ل م با 
d=‏ م -(رل +6 )+ ١1وج ١‏ دعا 


۰ =) + の パー (の تکون المعادلة‎ .٠. 


Ol‏ ۷ : اذا کان ۰۵ ۲ جذرا العادلت 
1 
o+ の の (|‏ فأوجد العادلۃ التی جذراها 


! لفل 

| المعادلة العطاة : ؟ س ۲ + ۲س +ه - 
او بم -؟ ود 

| المعادلة الطلوبة : 

| حاصل الجمع 


++ d= +++ ال‎ 


| 
1+ パー"( て +9) = ۱ 
۵ パー 
1+ - ۷۲ )--( 2 
۲ 0۸۶ 
٣ وپ ہے؟ ہے‎ = 
を 1 


1 
حاصل الضرب:‎ 
٩+۳۲ +۲0۲ +۲۳۲0 2۲ +۲۳ ()۲+ ۲۵( 
=4+( て + 9)Y+'(( て 9) = 


٩ + ) كل‎ -(r+9) (۲+ ۰ ) = 


=+( Extー( 王 ) )Y+ 5ء‎ - 

٩+ (一 ) パ + -ه) جع‎ (۲+ ー = 
وت د یی‎ 生 A م‎ 
3 % ۲ 3 


۰ e - س‎ = = A | 


= ۲۸+ أوتكون العادلة 4 س۲- ۱۲ س‎ ١ 
حل اخر‎ | 


۱ 
۱ نفرض أن أحد جذري المعادلت المطلوبيّ هو س لذا فان : 


の = ۲+ ۲۵ |‏ سے لآ = س -۲ ے ل < مس -۲ 


المعادلة المطلوية : 

حاصل جمع الجذرين = ل -۲ + ۲-۲ > ل + ٩-۳‏ 
< 21-0 ۱ 

حاصل ضرب الجذرین< (۲-0) ( ۲-۴) 
ل ‏ -ل ۲+ 
دل ۲-۲ ( 0 +( )+ 4 
< 1 - ۲ ۲ ۵ + ) 
= ۱۰-1 + ) = صفر 

لذافان العادلہ هی : 

*= の ー の 

ترريب ۱ : 


إذاكان ل ۰ ۲ هما جذرا العادلۃ 


の‏ -۲ س - ۲ = ۰ آوجد القیمۃ العدديم لکلاممایاتی 


r-J )۲( +d (f) ۳+۲۵ )۱( 
+ (1) ۲-۲۵ (ه)‎ ۲۳-۲۵ (9 
0 

ترریب ۱ : 

|ذا کان ۰۵ ۲ هما جذرا العادلت 


- ۵ س +۱۲ = ٠‏ أوجد العادلت التی جذریها 
Fed) ۳ ۵ )۱(‏ (۲) لدم 


)5( ۲2-۲۵ (ه) ۲-۲۵ )1( دب 
< 

م 

ترريب ؟ : 

إذاكان ل ٢۶‏ ” جذراالعادلۃ 

۲س ۲ س -۱ < ۰ 


فاوجد القيمة العددين لکل مما يأتى : 
۳۵8+ ۵8 ۳-۵8 8 مم 


لوبیتال فى الریاضیات 


Waled_elgarhy _____ ۱‏ 
کاٹ ود وا ھی 
۱ =) ا 2 0 ج 
| .. العادلۃ ھی : 

۱ 

۱ 

۱ 


من - * س + ے٠‏ _ لو بالضرب ×؛ 


٦ 


| اس - ۵ س + ۵ = ۰ 
| حل اخر 


| نفرض أن أحد جذري المعادلة المطلوبة هو س لذا فان : 


ا (د +۲)۲<س سے ل += ماس 

! حه ل = ماس -( 

ولکن ل يحقق العادلن العطاه لأنه أحد جذورها : 

.ك0 یحقق العادلن ۲ س + س ‏ 2۷ ۰ 

۰ <2۷- 0۲+ ۲ 0 ۲۱ 

گر وڈ ڈرو ہہ مہ 

۱ (س +4 )مس ) +۲ ماس ・=Yー1-‏ 

۲ س +۸۸ اس +۲ س ・=Y-1-‏ 
۲س -6= の Vo‏ بتربیع الطرفین 

() س-۵) ۲ > (ه مآس )۲ 

4 س ۲+ ۲۰-۲۵ س < ۲۵ س 

4 س 4۵-۲ س +۵ = ۰ 


dw‏ إذاكان ۱ هما جذرا المعادلت 


の 1‏ - ۵ س+ )= ۰ 
أوجد المعادلتّ التى جذريها ل -؟ ۲-۳۰ 


| افل 


| 5 
| المعادلة المعطاة 
اناس و س+ |= ۰ 
١ 1‏ !_ 0+ 9 

| | کڪ لے گا کک 一‏ 1( 
او سیت وم rg‏ 1 )0 
| اا ۱_١‏ 
5 | ہے ーー‏ = 
سرت و ی وت سی 0 
امن المعادلة ۲ 
۱ '* البسط یساوی البسط .ل ٦<‏ س (۲) 
| بالتعویض من (۲) فى )١(‏ نجد أن 
a 1‏ تردق (ーー‏ 
| 1 1 
۱ 
۱ 
! 

الجبرا] 
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0 ا شمیت هایس ا 9133 3 コー‏ 
| پچث اشارة الداله | ۲۸۱ : on saa‏ 
۱ 2 توضیح ذلك بيانيا 

االه 

ioe‏ ث إشارة القدار الجبری هو ایجاد قیم (فل 

یعصد ببحت (شار رالجۂ یجاد فيم س ۱ ۱ 00 0 ۱ 

yl‏ قيقح التی تکون فا اشارة القدار موجبن أو أولا نوجد أصفار الدالۃ وذلك بمساواتها للصفر 


| سالبة آوینعدم فيها المقدار س-۲-٠‏ سے سے٢‏ آصفارالدالة< (۲) 
| بحث اإشارة 


۱ اشارة الدالة الثابتة و(س) ٠>‏ ۷س >۲ 
۱ 


3 و (س) <۰ (>wV‏ 


]< |الصورة العامة للدالة الثابتة 8 و(س) ۰ ۷س‎ ١ 
ااو(س) داك لاس دح"‎ 
۱ 


۲ القاعدة 

"| ر (شارة الدالت الثابتت) 

||إشارة و (س) = ك هى نفس اشارة ك ۷ ك دح 
۱ 
۱ 


لاحظ الرسم البیانی التالی : 


اشارة الدالت و (س) be=‏ 


0 ۱ : ابحث إشارة کل من الدوال الأتيت : و ا ها نان 


و و(س) <-۲ CC)‏ ۶(س) = + (۲) ۶(س)< ۰ الحورص سات 

چس ۷ج 1 
ال إشارة الدالة و(س) = ص ۳۳-23 
| (۱) و(س) < -۲ و(س) <۰ ۷ س دح سالبه لأنها أسفل ۱ 


۱ )۲( و (س) و ۶ (س) ご‏ ・ ۷س とら‏ المحور ص 0 


۱ 0)و(س)-. の )5  .‏ (=・ لاس دح 


التى 5 


> أمويت | 


に 
( لمقدار < ۰) سالب‎ : 


قيم س 
المقدار | 
۲ 


اشارۃ الدالة الخطية 


دھ کعہ ها ك5 


سثال ۲ :عين إشارة الدالن الخطيت 


|الصورة العامة للدالة الخطية matt‏ 
و(س)- -۲ س - ۱ لك بیان 
أو(س) = س +ب ۶۱۲ . 10 am a‏ 


أولا : أصفار الدالت وذلك بوضع ۶ (س)< ٠‏ 
ニー‏ ونکون إشارة - ۲س )= ۰ سے س = - ع -] 


: ثانيا بحث الاشارة‎ SO 


و(س) عكسإشارة | عندما س< -> 0 در 
5 
و(س) =‘ عندما بس 5 2ه -------- | +++ ++++ 
Cy‏ = 

3 و(س) ٠>‏ ۷ س < -۲ 
冊‏ و(س) <۰ ۷ س > -۲ 
3 و(س) = ۰ ۷ س = (-۲) 
تحقق بنفسك بیانیا 


وللتوضیح على خط الأعداد لاحظ 


لوبیتال فى الرياضيات 


رابعا بحث إشارة القاعدة الثاني 
3 ۶ (س) > ۰ ۷ س <؟ وشرطها س < ۲ 
3 و (س) < ۰ ۷ س ٢>‏ مرفوضت لأنها تخالف الشرط 
و (س) = ۰ ۷ س >( ٠‏ ) مرفوضت لأنها تخالف الشرط 
ویتجمیع |شارة القاعدتین نجد أن : 

صفر 


5 (س) 


+++ + + + 上 +++ キキ + 


の‏ ا 
و (س) > ۰ ۷ س دمح - (۲) 
3 ۶(س) = ۰ ۷ س= (۲ ) 


لش رای 

7 أبحث اشارة كلا من الدوال DAN‏ 

(۱) ۶ (س) = ۲ (۲) ۶ (س) = - ؛ 
(۲) ۶ (س) = صفر (؛) (os‏ ۲س-1 


)6( و (س) < -۲ س )1 ۶(س) = ۲ س +۲ 


اشارة الدالة التربيعية ۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
] 


الصورة العامة للدالة التربيعية هی 

と (トマ ・= ニ ム + の と + の |‏ # صفر 

هذه المعادلت لها جذرن دائما ولکن عندما نتکلم فى 
مجموعة الأعداد الحقیقیۃ فان جذریها يمكن 
التعرف عيهما ونوعهما باستخدام المیز = ( + 
فإذا كان : 
(۱) المميز> ۰ ( موجب) یکون للمعادلت حل 
ويكون لها جذران حقيقيان مختلفان هما 

مثلا ل » © 
(۲) المیز < ۰ يكون للمعادلۃ جذرواحد مكرر 


(۲) المیز< ۰ لا یکون للمعادليّ حل فى مجموعمٌ 
الأعداد الحقیقیۃ ویکون للمعادلن جذران تخیلیان 


لوبیتال فى الریاضیات 


۱ 

اما ۲ : عينإشارةالدالت و(س) = 2 س 
۱ 

1 

| ولا : أصفارالدالۃ 


| وذلكبوضع ۶(س) = ۰ 


۱ ۱ 
|[ س) ٠>‏ لاس ک 


۱ و(س) < ۰ ۷س < ۰ 
| (س) = ۰ ۷ س - (۰) 
| تحقق بنفسك بیانیا 

۱ 


٤ 0‏ : عين إشارة الدالۃ 
۷س > ؟ 


س -۲ 


| 

| 

| 

۳ ۱ 

۱ - سن + ۲ ۷ س< ۲ 
1 

1 
' الدالة معرقة يقاعدتين 
| اه 0 0 

| القاعدة الاولی ۶ (س)< س -۲ ۷ س كا 

! شرطهاهو س ١>‏ 

| نبحث اشارة القاعدة الأولی ونطبق الشرط علیها 
| اولا اصفارالقاعدة الاولی : 

اس -۲ < ۰ سے の‏ =( 
ا و(س) 


صفر 
+ + +++ +++ 
| 9 ۲ 
۱ 
| 


۷ س > وشرطها س > ۲ 

٢‏ س < ؟ مرفوضت لأنها تخالف الشرط 
۱ و(س) = ۰ س۶( ٘) وشرطهاس = ۲ 

| 

| ثالثا اصفارالقاعدة الثاني 

(= の 


۱ 
۲ ۱ 

صفر 
| ء (س) 
| ++ +++ +++ 
۱ 
۱ 
۱ 


۱ 

٠ ペ ۹ Hl‏ 5 مثا ۱ : عين اشارة المقدارالجبرى 
| او إذا كان المميز موجب : سس 

!| ما ذکرنا فان المعادلن يكون لها حلان فیح ES‏ ا 
ا[ونفرض uel‏ ( ۵ ۰ © ) (فل 


に 2 ے‎ | > ۰ ٠ 。 

|| فیکون بحث الاشارة كالتالى : و(س)- ۰ سے ؟س- ۲ س- 0 < ۰ 

١ 
0 = (؟س +١)(س-ه) = ۰ حوس = - ۰ س‎ 


]اق ۶(س) =“ {て x9}) =wV‏ 
١‏ 5 (س) مثل إشارة ( ( معامل س') 
لاس داج -01 ۰ ۲ ] 


و (س) ٠‏ 0 
و (س) عکس إشارة ( ( معامل س") キキ キキ キト | ------ + キ キキ‏ 
۷س د [0 ۰ ۲ ] س ٥‏ 8 


وعلی خط الأعداد یکون کالتالی : ۲ 
۰ (س) > ۰ ۷س دح -[ - ۵۰] 


صفر 


ء (س) >・ ۷سد ]- ۵۰[ 


ای مھ میں ال ۲ و (س)< ۰ ۷س و ۱ -۵۰1) 
١ OL‏ عين إشارۃالدالت و(س) = - سس" + ؛ س + ه : 
| 


۱ 9 7 

۱ ثانيا إذا كان المميز صفرا 

1 7 < - س + ) س + ۲ یکون للمعادلنّ حل وحید Gl‏ یکون لها جذران واکن 
یس TE‏ ل متساویان فیکون جذر مکرر ولنفرض أنه = ( ل ) 
خر و ۱5 سافن 2 قیکون بحث الاشارة کالتالی : 


{9}) =wV ۰ = :(س)‎ 8 


5(س) مثلإشارة | ( معامل س') と ぅ eV‏ -)9( 
وعلی خط الأعداد کون کالتالی : 


| 5(س) ۰ ۷ س د ] -1۰۱ 
| و(س) <۰ ۷ سدح -[-۵۰۱] 
の )5 |‏ (=・ ۷ س د (-۵۰۱) 5 

و (س) | مثل إشارة ( (معامل س") مثل إشارة ( ( معامل س") 


س 8 


0 ひめ 


و (س)< ۰ ےس'-٦س‏ +1 - ۰ 
( س -۲)!< ۰ حم س -2۲< ۰ سوس ٢٢‏ 


صفر 
۹٢۰۰١١ HHHH‏ 
س ۳ 


و(س) ٠>‏ لاس دح - (۲) 
و(س)-<١٠ Cj}=wv‏ 


و (س) 


آ چس نس تست تست سس سس سا اس سا م سا تست تست اس سا م سا م سام ناما تست تست تست تست جا جا ن 2 2 22 22 2 ا 2 2222 2 2 2 2 سس سس سس سس سس 


لوبیتال فى الرياضيات 


مثا ۵ : أبحث اشارة الدالت 


س' ‏ و س + ۲۵ 


ے の 6 一 の‏ +6(=・ 
هذه العادلن لیس لها حل فى ح وللتأكد من ذلك 
نوجد المیز 

۲۵ < ۰ 0-=& ۰ ١ - ( حيث‎ 
+ = ll 


۷۵ - < ۱۰۰-1۵ = ۲۵۲۱-۲۵ > 


المیز عدد سالب لذا فان المعادلت لیس لها حل فی ح 
فیکون بحث إشارة کالتالی : 


く (の ) ぅ 5 3‏ ・ ۷ س دح 
の‏ 


مثا ٦‏ : |ذا کانت و (س) y=‏ 
وه(س) = -س۲+ ۲ س +۲ أوجد فترة الأعداد التى 


تكون فیها الدالتین 5 ۰ ر موجبتين معا آوسالبتین 
معا أو ختلفتن 
(فل 


اولا. و(س) = س ٩-۲‏ 
س"- 2 ۰ سے (س ۲ ) (س +۲) = 


جذرا العادلی‌هما ( ۲ ۲-۰ £ 
فتحون اشارة الدالۃ کالتالی : 
5 (س) : 


+ キ 二 十 十 | ---ー-- + + + + 
۲ ۲ 7 


ثانيا : وه(س) = -س۲+۲س ٢+‏ 
の -‏ + ۲ س + ٠-٢‏ ۱-۷ 

سے ساس ۱2۲ 

( س -۲)(س +۱) =۰ 

جذرا ا لخادل هما } ۱-۰۲) 
فتکون اشارة الدالۃ کالتالی : 


صفر صفر 


r ェ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーーーー ゞ " 


لوبیتال فى الریاضیات 


مثا ؛ : ابحث إشارة الدالت 


ا[ ورس) --؛س' +۱ س ٩-‏ 


ひめ! 

1 ۶ (س) = کے وس" +۱۲ 4 =‘ 

ا 4 سا-۱۲ س +4 < ۰ حه (۲س -2۲)۲< ۰ 
| حیث أن القدارمریع کامل حه ۲ س ؟- ۰ 


1 
و(س) =۰ لاس - ( ٠‏ 
|ثالشا إذا كان ا ممیز سالب 
| لايكون للمعادلة حل فى ح ويكون جذريها 
| تخیلیان فيكون بحث الإشارة كالتالى : 
| 3 ء(س) مثل اشارة ١‏ (معامل س') ۷ س دح 
وعلی خط الأعداد یکون کالتالی : 


5 (س) مثل إشارة م ( معامل س') 
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ترريب ١‏ 
أبحث إشارة كلا من الدوال الأتیۃ : 
(۱) ۶ (س) = س + ٤‏ س + ه 
| (۲) ۶(س) = ۲ س +) 
| 8 سالبتین معافی الفترة ]-۲ 1۱-۰ (۲) و(س) < - س + ۷س - ۱۲ 
| تين معا فى الفترة ]؟ » (4) و (س) = س'- ۹ 
| سوب تی 5 )6( ۶ (س)= س۲ - س + ١‏ 
| 8 مختلفتين معافی (1) ۶(س) = - س -4 
feo |‏ لا Jol U ti‏ 
ترريب ۱ : 
اترريب ١‏ أوجد الفترات التى يكون فيها الدالتين 
۱ أبحث إشارة كلا ن الدوال المثلۃ على الشبکن و(س) یب اہ ی t= be‏ 
مں 4 ھەر + ہے + TT‏ 
1 سب ف کلا من العالات لا موجبتين معا آوسالبتین معا آومختلفتین 


(0 0) 


لوبیتال فى الرياضيات 
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القیاس الموجب والقیاس السالب A‏ الموجهة 
(۱) قياس الزاوية الوجهت 

یکون موجب |ذا كان الإتجاه من 
الضلع الابتدائى الى الٹھائی فى ., .. . 
کس کم Palade‏ سل ات انى 


(۲) قياس الزاويي الوجهم 
يكون سالب إذا كان الإتجاه من 


الضلع الابتدائی الی النهائی فی ۰ ِٹھائی 
نفس حركي عقارب الساعہ ۱ 


تدريب : اوجد قياس كلا من الزوایا الاتيت 


الوضع القياسى للزاوية الموجهة 


تکون الزاويي الوجهن 

فى الوضع القیاسی إذا تحقق : 
6 رأس الزاویۃ منطبق على نقطة الاصل 

0 الضلع الابتدائى للزاويي ينطبق على محور السینات 
الموجب 


الحل 
(۱) ى( (وب) الوجهن القیاسیح = °1٠‏ 


(۲) رده( (وب) الوجهن القیاسیح = - ۲۰ ° 
(۲) ده( (وب) الوجهن القیاسیح = + ۱۲۰ 


لوبیتال فى الریاضیات 
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طرق قياس الزاوية 


قد علمنا سابقا أن الزاوي3 هی مجرد إتحاد شعاعين 
لهما نفس نقنطة البداین تسمی هذه النقطت راس 
الزاوین ویسمی الشعاعان بضلعی الزاویم 


ففى الشكل المقابل : 8 
8 ۲ لا ؤي شعاعان 
یمثلان ضلعا الزاويت الزاویت 


7 النقطت ١‏ تمثل راس الزاويت と‏ 


8 زب لا( = ) と‏ †^ ( 
ویمکن التعبیر بها کالتالی اب | + 


الزاوية الوجهة :۔ 
من التعریف السایق للزاوييٌ نجد أن الزاويي السابقہ 
يمكن قراءتها کالتالی :< ب + او .ام ب 
ولکن |ذا عمدنا ترتیب الضلعین آحدهما نهائى 
والا خر إبتدائى فان الفهوم السابق للزاوييٌ يتغير 
ویصبح الزاوية الو جهن لذا فانه فى حالم الزاويي 
> تکون الزاوييٌ عبارة عن زوج مرتب من 

| الاشعت مسقطه الاول هو الضلع الابتدائی والسقط 
۱ الثانی هو الضلع النهائی 


أ kt‏ 
| تعریف الزاوية الوجهة : 
ا هی زوج مرتب من شعاعين رهما ضلعا الزاويت, لهما 


| نفس نقطة البداین تسمی رأس الزاويت 
| 


فى الشكل القابل : 


راس زاوي" 


)١( !‏ إذااعتبرناان 


الضلع الابتدائی 
To‏ والضلع النهائى هو وب فان الزوج الرتب 
( واج »و ۲" ) یعبرعن الزاويت الموجهت < وب 


| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ (۲) إذا امترڈا ان الضاع الابتدائیٰ 
اه “وب 

۱ و والضلع النهائى هو و | فإن : 
۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 


ーー 


لزوج الرتب (و ب ۰و ۲ ) يعبر 
عن الزاوية الموجهة ںو إ٠‏ جلع ے 


. 3 الزاوييٌ الموجهي (۱ و ب )< الزاویخ الموجهي (ب و ۱) 
| 3 فى RA‏ جهن یرسم سهم خارج من الضلع 
| الابتدانی الى النهائی 


(۱) القیاس السالب للزاوية ۱۲۰2-۳۱۲۰ - ۳۱۰ =- ۲4۰ 
(۲) القیاس السالب للزاوين ۸۰ ۳۰-۸۰ < ۲۸۰ ° 
(۲) القیاس السالب للزاوية ٩۱۲۰ - < ۲۱۰-۲4۰ 224١‏ 


الستوي الاحداثی التعامد كما بالشکل ینقسم 
ارباع لاحظ مایاتی 


الى اريبعت 


(۱) إذاكان: ۰< 0 < ٩۰‏ 
فان الزاویہ 0 تقع فى 
الریع الاول 


(؟) |ذا کان: <٩۰‏ 0 < ۱۸۰ 
فان الزاويت 0 تقع فی < 


الریع الثانی 


(۲) إذاكان: ۱۸۰< 6 < ۲۷۰ 
فان الزاويت 0 تقع فى : 
الریع الثالث } 


(؛) اذا کان: ۲۷۰< 0 < ۲۱۰ 
فان الزاوية 0 تقع فى 
الریع الرایع 


وفی حالت ان وقع الضلع النهائی على محور من الحاور مثل 
س أو ص الوجب او السالب تسمی الزاویت فى تلك الحالت 
بالزاویۃ المحورية اوالزاویۃ الريعيدٌ کالتالی : 


(۱) إذاكانت 6 = صفر أو ۲۱۰ 
فان الضلع النهائى یکون منطبقا 
على المحور س الموجب 


لوبیتال فى الرياضيات 
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آقیاس الزاوية الموجهة فى الوضع القياسى 
| الزاويي الوجهٌ فى الوضع القیاسی 

| قیاسان احداهماموچب 

| والاخرسالب وذلك کالتالی: 


۱ فى الشكل القابل : 
- الزاوي ! وب التی صنعها الضلع ۲ 

| النهائى ‏ وي مع الضلع الایتدائی و 
۱ فإذا كانت 0 = ٠١‏ على سبيل المثال فان الضلع النهائى 
! یکون مساره کالتالی : 
[3 السارالاول هو انه دارفی عحس حرکۃ عقارب 
الساعم وذلك ما یبینه السهم الاول 
وفی تلك الحالع > و( | و ب)< + ٠٦‏ 
3 المسارالثانى انه دارفی نفس حركي عقارب الساعي 
وذلك ما يبينه السهم الثانی 
وفى تلك الحالح سے وه( | وّب) < - ۲۰۰ 


ونلاحظ أن مجموع مقیاسی القیاسین الوجب والسالب 
ت٣۳‏ 


۱ ملاحظات مھمة : 


| |(۲) لكل زاویۃ موجهن فى الوضع القیاسی قیاسان 
۱ |حداهمنا موجب والاخرسالب 

(۲) القیاس الوجب للزاوية السالبن س = س + ۲۱۰ 

۲۱۰ - القیاس السالب للزاویۃ الوجبت س = س‎ ( り )| ١ 
ال ۲ : اوجد القياس الوجب لكلا من الزوايا الاتيت‎ 


"۱۱۰-2 )۲( 1۰-۶0۵ )۱( ۱ 


ا فل 


۱ (۱) القیاس الوجب للزاوية - 1۰ = - 1۰ +۲۰ ۲۲۰۰2 
| )(( القیاس الوجب للزاوية - ۱7۰ - ۱1۰ + ۳۱۰ ٩۲۰۰2‏ 
۱ )۲( القیاس الوجب للزاويي - ۰ 2 - ۲۰۰۱ +4 ۰ 1 ٩‏ 
!ال ؛ : اوجد القیاس السالب لكل من الزوایا الاتيت 


°۰ )۲( ٩۸۰ )( ۰٣ (| 


0 -= 6 )۲( 
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(۲) الضلع النهائی سارفی عکس عقارب الساعت 
بزاویۃ 0 + دورتین کاملتین ای ان قياس الزاوييٌ 

٦٦٢٢٢٢ + 0 =‏ ولکن الانفراج الحادث بين الضلعین 
الابتدانی والنهائی يظل كما هو = 0 


(؛) الضاع النهائی سارف نفس حرعہ عقارب اضاعة 
بزاوین دورة کاملۃ -0 ای ان قياس الزاويین 

= 0-۰ ولکن الانفراج الحادث بين الضلعین 
الابتدائی والنهائی یظل كما هو = 0 


)6( الضلع النهائی سارفی نفس حركة عقارب الساعة 
بزاويت دورتین کاملتین -0 ای ان قياس الزاویۃ 

0-٣۰ × =‏ ولکن الانفراج الحادث بين الضلعین 
الابتدائی والنهائی یظل کماهوع< 0 


فى کل الاشکال السابقة نجد أن الانفراج الحادث بين 
الضلع الابتدائی والنهائى ثابت فی كل مرة وهو =0 
لذا فان جمیع الزوايا السابقۃ يقال عنها انها متکافئت 


الژوایا التکافند : 


هی تلك الزوایا التی لها نفس الضلع النهائی عندما 


تكون فى الوضع القیاسی 

ونستنتج مما سبق أن : 

6 = ۲0+ ۲۱۰ = ۲۵0 ۲۱۰۰۲ < 0+ ۲۱۰*۰۲ 
(۱) |ذا کانت 0 قياس زاویۃ فان جمیع الزوایا التى 


قیاسها ( 0 +ن × ۲۱۰ ) تحون متکافٹہ 
حیث ن د ص 


(۲) یمن جمع ر (Lo|‏ آوطرح أى عدد من الدورات 
الكاملة للزاویۃ وذلك لن يؤثر فى موضع الضلع 
النهائى فى المستوى الاحداثى المتعامد فى الوضع 


القیاسی للزاوييّ أى أنه يمكن اضافيّ أى عدد من ال 
۰ للزاویۃ أوطرحها منها ولن یؤثر ذلك على الزاويت 


(۲) معرفۃة موقع الزاوین فى المستوى الاحداثى المتعامد 
یجب ان تنحصربين ] ۲۱۰۰۰ [ فإذا زادت الزاويي عن 
۰ يجب طرح دورة اودورتين او ثلاث دورات اواكثر 


r ニ ニー ニー ニニ ニニ ニニ ニニ ーー ニニ ーー 
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は | )۲(‏ کانت 0 = ٩۰‏ 
| فان الضلع النهائی یکون منطبقا と‏ 
أ على الحورص الوجب 

۱ 


. (۲) |ذا کانت 0 = ۱۸۰ 
| فان الضلع النهائى یکون منطبقا 3 
| على محورس السالب / 3 


1 )¢( کانت 0 = ۲۷۰ 
| فان الضلع النهائی يكون منطبقا 
| على محورص السالب 


۱ 
| الزوایا التحافنة 


| تأمل الاشكال الاتي بدقت ولاحظ : 


(؟) ورب 


| (۱) الضلع النھائی سارفى عكس عقارب الساعة 

| بزاوية0 فقط لذا فان الانفراج الحادث بين الضلع الابتدائى 
| والنهائى هو 0 

| 

(۲) الضلع النهائی سارفی عکس عقارب الساعم بزاويت 
| 0 + دورة کاملہ ای ان قياس الزاوين =0 +۲۱۰ ولکن 
- الانفراج الحادث بين الضلعین الابتدائی والنهائی 

. یظل كما هو = 0 


القیاس الستينى للزاوية 
قام علماء الرياضيات بتقسیم الدائرة إلى ۲۱۰ قوس 
متساوييّ كل قوس من هذة الأقواس يسمى الدرجمٌ 

۰ ۰ 0 جه مه ی 
ویرمزله بالرمز ثمقاموا بتقسیم کل قوس من ال 
۰ قوس إلى 1۰ قوس آصغر کل قوس یسمی دقیقہ 
ویرمزلها بالرمز شم تم تقسیم هذة الاقواس إلى 
۰ قوس آصغرتمثل الثوان ویرمز لھا ب 


55 
۰ قوس أصغر داخل م و 
و كل قوس = ١‏ دقيقة 
ه 
5 


۰ قوس اصغر داخل هو 


کل قوس = ۱ ° 
مجموعهم < ۲۱۰ قوس 
= 


كل قوس = 1 ثانية 


لذا فالقیاس الستينى للزاویۃ يشبه أويمائل القیاس 
الزمن للوقت 

فالقياس الستينى مكون من درجات وكل درجت بها 
۰ دقیقہۃ وکل دقیقہ بها 1١‏ ثانیہ 

وكذلك الوقت فالساعت تناظرالدرجات حيث بها 1۰ 
دقیقہ والدقیقہ بها 1١‏ ثانیہ 


٠٦-٥ 3 
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۳۱۰ = 

۷۲۰۱ < ۲۱۰ ۲ < 

۱۰۸۰ < ۲۱۰۲ = 

ا٤٤١‎ > ۲۱۰: = 

۱۸۰۰۱ < ۲۱۰ ۵ < 


۷۰ -)۲( 


۱۱۷۰ )٢( 


۲۵ (6) ٠ 


٢٥٢٢ - (5)|1 


di 


| (۱) ۵۲۰ الزاوية موجبة واكبرمن ۳۱۰ لذا يجب طرح 
أ منها عدد اصغرمنها وهو دورة واحدة ۲۱۰ 

J‏ - ۲۱۰ = ۱۷۰ . الزاویۃ فى الریع الثانی 

۱ 

| (؟) ۱3۷۰ الزاویۃ موجبة واکبرمن ۲۱۰ لذا يجب طرح 
| عدد من الدورات الکاملۃ اصغرمنها وهو اريعة دورات 

| وهی ۱6۰ 

۰۰ = 2۱2۰-۱۱۷۰ ۲۲۰ .. الزاویۃ فی الریع الثالث 


| 
| 
| 
١‏ (؟) - ۷6۰ الزاويج سالبة واصفرمن الصفر لذا يجب 
| اضافت عدد من الدورات الكاملة مجموعها اكبر من 

| الزاویۃ وهی ۲ دورات = ۱۰۸۰ 


٠ ۲۰ 2۱۰۸۰ +۷6۰- = ۵ |‏ الزاویۃ فى الربع الرابع 
| 


| (4) - ۲۵۲۰ زاوية‌سالبت يجب إضافة عدد من الدورات 
| الکاملۃ مجموعها آکبر من الزاویۃ وهی ۱۰ دورات 

۱ کاملہۃ وهی = ۲۱۰۰ 

6 -۲۵۲۰ + ۲۱۰۰ = ۷۰ ۰ الزاویۃ فى الریع الاول 


| 

to (6) ۱‏ زاوین موجبہ تنحصربين ]۰ ۰۰[ لذا لن 
أ يتم اضافۃ ای عدد من الدورات الكاملة او الطرح منها 
| < ۲:۵ زاویۃ تقع فى الریع الرابع 


| 
ان 

۱ تدریب : حدد الریع الذی تقع فيه الزوایا الاتيت 
| 


(۱) صفر (9؟) ۲۱۰ (۲) ۱۵۰۰ 
Ao - (6) ۱۳۳۱ - (9‏ )1( ۱۸۹۰ 
۱ (۷) - ۱۷۱۰ )۸( ۷۵۵ 
8" حسابالثلثات a‏ 


و 
العنی الحقیقی لوحدة قياس الزاوية 
ما معنی قولنا أن الزاویت 
ف نا | 

۵ ۲۰ 1* | 
هذا یعنی انه لدینا زاویۃ ما إذا وضعنا هذه الزاويي فى 
داثرة مقسمي الى ۰ قوس وكل قوس منهم مقسم ۱ 
الى ٠١‏ قوس اصغر وحذ لك كل قوس مقسم الى 1۰ ۱ 
اخرین اصغر ووضعنا الضلع الابتدائى لهذ هالزاوية 2 | 
على احد الاقواس التی تمثل الدرجات فان ضلعها | 
النهائى يكون تجاوز القوس رقم ۰؛ ولكن بعد ۲۰ | 
قوس من الاقواس الصغرى التى تمثل الدقائق وكذلك ! 
تجاوزالقوس رقم ۲۰ من الاقواس الصغری التی تمثل | 
الدقانق وثبت عند القوس رقم ۲۰ الذی‌یمثل الئوانی ‏ | 
ای ان قياس الزاویۃ بالتقدیر الستینی هومعرفة کم | 
قوس من الاقواس التی تمثل الدرجات والدقائق والئوانی | 
ستکون مقابلت لهذه الزاويت ۱ 
| 

ما معنی قولنا أن أن الزاويي | 
0 = ۱,۵ " زاويخ نصف قطریۃ ۱ 
ایضا نجد انه لدینا زاویت ما وضعناها فى الدائخ ‏ | 
القسمّالی 1,۲۸ من الاقواس التی طولها = طول 
نصف قطرالداثرة بحيث ضلعھا الابتدائى على بداية | 
احد الاقواس والنهائی نجده 59 قوس واحد وثبت فى 
منتصف القوس الثانی ۱ 
ای ان قياس الزاویۃ بالتقدیر الداثری هومعرفة كم | 
قوس يقابل الزاويت من تلك الاقواس التى طولها = طول | 
نصف قطر الداثرة ۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 


(۱) إذا كان طول نصف قطرالدائرة نق = وحدة 
الاطوال فان 

قياس الزاویۃ بالتقدیر الدانری = طول القوس القابل لها 
(۲) الزاويي المركزية التى تحصر قوسا طوله ضعف 
طول قطر الداثرة يكون قیاسها = ٠‏ 


حيث ل >۲ نق 
(۲) الزاويت المركزية التى قياسها الدائرى = ۰,۵ * 


يكون طول القوس المقابل لها = نصف طول نصف 
قطرالدائرة 


لوبیتال فى الرياضيات 


Waled_elgarhy 


| القياس الدائرى للزاوية 

| يعتمد هذا القیاس على طول القوس من الداثرة التی 
| تحصرة الزاوية الرکزین الراد قياسها وكذلك طول 
| نصف القطرللدائرة 


| فى الدوائرالمتحدة المركز إذا رسمت زاوي مركزين 
| فان النسبت بين طول القوس المقابل لهذه الزاويت 

| المركزين إلى طول نصف قطر الداثرة المناظرة له 

أ يساوى مقدارثابت لجميع الدوائرالمتحدة الرکز 

| 


! اه وهر هو 
٥)١‏ ابم 2‘ 
| هذا القدارالثابت‌هو 
| القیاس الداثری للزاويج الرکزیت ۲ أىان القیاس 
۱ الداثری للزاويي الرحزین یعتمد على طول القوس 
القابل لها وحذ لك طول نصف قطرداثرتها فیحون 
۱ 


= مقدارثابت 


| 

| |القیاس الداثری للزاوین الرحزیم 

7 طول القوس المقابل لها ل se‏ 
۱ نصف قطر دانرتها دق دق 
| 

i 1 

| الزاویة النصف قطرية 

| 


۱ قام علماء الریاضیات بقیاس نصف قطر دائرة ما 

| وليكن نق وقاموا بتقسیم الداثرة الى اقواس طول 

| كلا منها = نق أى نصف قطرالداثرة فوجد وا الداثرة 
| قد قسمت الى 1 اقواس و ۰,۲۸ تقریبا من القوس 

| فكل زاوی قابلت ای قوس من الاقواس الست سميت 
| بالزاویۃ النصف قطرية لأن طول القوس القابل لها = 


ْ نصف قطردائرتها 
| 


| هی زاویۃ مرکزیه طول القوس 
| المقابل لها = طول نصف قطردائرتها 


| وعندما يكون ل = の‏ فان 6 - © - ١-5‏ 
۱ أى ان وحدة القياس الزاوية بالتقدير الدائرى هی الزاوية النصف 
| قطرية 
لہ سے ست ست ست a‏ 
حساب الثلثات 
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العلافة بين التقدیرین د EN mx‏ 
الدائرى والستینی للزاوية a‏ 


| العنی الحقیقی للعلاقن بين التقدیرین الداثری 
| والستینی هو معرفہ کم قوسا ستینیا وكم قوس ۸۰ 
| دائريا یقابلان نفس الزاویة او بطريقة آخری ھە 
1اذ 07 "00 AIF OV, ・ こ‏ (۲) 0= 1۰ متروك 
1ا کان ۲ زاوي ما قیاسھا الستینی ۲۰ نذا فانها 

| تقابل ۲۰ قوس 

| لتحویلها للتقدير الدائرى يجب معرفيّ ال ۲۰ قوس 


الاتیہ 


* SR ج یی فا دہ‎ sl 
TX 9 - ٩6 سم‎ ٩۰ = 0 ):( تقابل کم من الاقواس فى النظام الداثری ولایجاد‎ ۱ 
۱۸۰ : العلاقت بینهما لاحظ ما يأتى‎ | 
۱0 = 5 = × لنفرض زاوي مركزيت تقابل نصف الدائرة م ے‎ | 
۳ 2 ۱ قياسها بالتقديرالدائرى‎ | 
۱ ۱ 
G3 و ب لك‎ 
ニニ ーー = 6١ 
E ۱۲۰ = ۵ (6) دق دق‎ ۱ 
۸۰ (۱) ےڈ‎ 0 «| 
۶ ۹ = ا‎ = 0 _ 
۳ ۱ قیاسها بالتقدير الستيني‎ | 
١ التى نما‎ いっ) القياس الستينى لهذه الزاو ىا‎ | 
72*9 ياس الستینی لهذه الزاوية المركزية التى بل (0 ۲۰-0 ° سے و‎ 11 
۱۸۰ ۱۸۰ = نصف الدائرة‎ | 
Ea س اط طافش‎ Ne اج جا‎ 
1 ۸۰ : وبقسمخ العادلت (١)علی (۲) أوالعکس نجد أن‎ | 
の و؛‎ | 
ےگ و تب (۷) ۵ < ۴۰ ۵۰" ۱۰۰" متروك‎ 
7 0 ۱۸۰ の ۱ 
7*9 وء‎ ۸۰0 yl 
مثال ؟ : آوجد القیاس الستینی لكلا من الزوایا‎ ۸۰ 1 
۱ 


۱ )٤( ۲,۸ (¥) ۰,۸۲ )۲( ۵,۵ )۱( 
1 7۱ Tk 1 
て (۸) 0 03 (1) ۲3 (6) 


| الرجوع للقانون واذا استخدمنا القانون سنحصل على | DD‏ 
| نفس النتیم 5 
۱ = 6 ۱۸۰ 


| 5 7 
|| ))( 13 علم قياس زاویۃ معینۃ بالتقدیرالدائری 


ا ابدلالت 7 فانه يتم التعویض عن 7 ب ۱۸۰ مباشرة دون 


|| )(( إذا علم قياس زاويت بالتقدیرالستینی وأراد قیاسها || (۱) 0 ۶= هه ے 9 


| بالتقديرالدائرى فانه نوجد الزاويت بالتقديرالدائرى yy‏ 9 
O レコ - ٠ 5 =‏ 

| ابدلالت ^ إذا لم يطلب غير ذلك كح ل کت 
| 
| 5 
| مثال ۱ : اوجد القياس الدائرى لكلا من الزوايا ۰۸۶۶000 سے و د ۱۸×۹ 

1 を 

الانيى 4 با النات لاقرب و بی 9 ۰ ۰ 2 ン‏ 
۱ معربا النانج قرب رقمیں عسريين ا ے ۱۸۰×۰۸۲ ے ۸۷ °41 من ه 
1 


۱۲۰ ۵( ۰ ۲۰۲ ۵ )( ۲۰ (lI 
۱۸۰۷ 6 مه ۵۱" ۸-۰0 ات‎ (۷) ٠٦ (1) 1 


۱ 1 
ひめ ۱‏ ° ے ۸۸×۲۸( ے 


۱ هي ۱1۰ 


1 
® 
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الزاویۃ الموجبة التى تکافٹھا = ۱۲۵ + ۲۱۰ = 4۹۵ 
الزاویۃ السالبۃ التی تکافٹھا = ۲۱۰-۱۲۵ = - ۲۲۵ 


(0) س = - ۲۵ 
الزاویۃ الوجبۃ التی تکافٹھا = -0؟ + ٣٦٢‏ = ۲۲۵ 
الزاویۃ السالبۃ التی تكافئها = YAo- = ミー (o-‏ 


٩۲۰ 2۷۲۰-۹۰ = ے0‎ ۹۰ = の (5 
(いい = の ۰. 

الزاوية الموجبة التی تکافٹھا = ۲۲۰ + ۲۱۰ = ۵۸۰ 
الزاویۃ السالبة التی تکافٹھا = ۲۱۰-۲۲۰ = - い‏ ) 


جه 

| ۲۸۸ - = ミ Y・- パ =9()) 
| °44 7۲۰-2۳۰ ٩۵۰ ۲۰ و‎ = の 6(() 
٩ ۲۱۵ - 2 ۲۱۰-40 2 ۲۱۰-4۰۵ < 0 )۲( 
۱ ۲۱۰ - < ۲۱۰-۱۵۰ = 0 )4( 
| متروك‎ ٥ 
| 

| 

مثأل ۵ : أوجد القیاس الوجب لكلا منالزوايا 2 | 
السالبت‌الاتيت | 
TT‏ 
)٤(‏ ۱۲۰ )5( -۲۵۰ )1( ۲۱۰ ۱ 
| 

| فل‎ 
۱ * ۲۸۸ ۶ ۲۰ +۷۲ < 0 )۱( 
۱ ٩۲۱ = ۱۰۸۰ +۸۷۰۲ =0 )1( 
| " ۲۵۹ ۲۰۳ ۲۰ 2۶۲۰+ ۱۰۰ ۰3 ۲۰-2 0 )۲( 
۱ ٩ ۲۰ 2۳۰ + ۱۳۰-2 ۵ (5) 
| ٩۱۰ < ۳۱۰ + ۲۵۰- < (6) 
۱ بنفسك‎ )1( 
| 

| 

مثال 1 : آوجد زاویتین إحداهما قیاسهاموجب | 
والاخری قیاسها سالب محافنتین لكل زاوین‌من || 
الزوایا التی فیاسھا ۱ 
)(٢( ۲۵ ( い ) ۱۳۲۵ )۱(‏ ۲۱ °۷4 | 
7۱۱ 1 ۱ 

الل ۱ 
(۱) س = ۱۳۵ 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

1 
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٩۱۸۰ )6( 


٩۲۹۰ )۲( 
(۷) ۳۲۰۰ ①) 


۲۷۰ )4( 
)۸( ۶۲۷۸ - 


ー 1× 0 ہے‎ 


)( 9 =3 0 
0 -_ ۸۰ ۸۰ 3 
ا۷١“ ٩۸۰‏ ےر کے ۲ 6ا 00ے 
| ۱۸۰ ۸۰ 
٩۰2۲۵0 !‏ سے وه r=: “F<‏ 
۸۰ ۸۰ 
6 متروك 


۹۰-٣٣ + ۲۷۰ <  ۵0۷( 


T ۶ × 0 = 5 0 ے‎ 
۲ ۸۰ 

۲۱۰ < ۱۰۸۰ + ۸۷۰ -= 6(A) 
5۷ ۶ _ ۷ 6 = سم 6؛‎ 
٦ ۸۰ ۸۰ 


^ ぃ oe) ۱٠.٣٣ ۹° )( 


° ارم‎ 
° ٩۷۰ (6) 


° ۱۵۰ (J 


IM) 


۰۰ ( い ) 


مثال ٩‏ : اوجد لأقرب جزء من عشرة طول القوس من 
الداثرة التی طول نصف قطرها نق ویقابله زاویت 
مركزيت قیاسها/ عندما 


(۱) نق ۲,2 اسم » نق<1 را * 
(۲) نق<۲۰ سم ۰ ٩۲,420‏ 

(۲) نق = ۱۵سم ء سح 1۰ 
(4) نق <۲۰ سم (いそ の て‏ 


(؟) س = 1 9 
6 = ۰ = 4 
=‘ = ےل < ۶۵ ×نق 

وى 
ل = ۶ »وز - وم < رها سم 


(4) بنفسك 


ےت ی 
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Waled_elgarhy 
6) 
ーー >٥ 
۳ (6) | 
TY ہیر ے‎ + ーー الزاویۃ الوجبۃ التی تکافٹھا‎ | 
0 "0) 


۱ 
۱ الزاویت السالبن التی تکافنها = - وچ  <‏ 2۳ 
| (1) بنفسك 
۱ 


| أمثال ۷ : اوجد القياس الستینی والدائرى للزاويت 
| |المركزية التى تحصرقوسا طوله ل فى دائرة طول 
| أنصف قطرهانق إذا كان : 
|| (1)ل ۱۲ سم > نق<۱۰ سم 
۲(|۱) ل-ؤاسم ء نق< ۷ سم 
> نق = ۸ سم 


7۲ =d )۲( ۱ 


)٩([‏ ۵ = هراسم ء نق= ٩‏ سم 


| ول 


۱ 
((0م-ك سے ۶ ے کا <۱؛ 
| دی ۱۰ 
x 0 _ ° |‏ ۱۸۸×۱۰۲ _ 
に ー 一 0 < 一 』‏ - 25170001 
۱ 1 1 
۱ 
۲ )(2= لك ے وه - ےم 
| دق ۷ 
° $ ۰ ۰ 
王 |‏ <9 0 - 0 
| 1 1 
| 00 - ل ہے رنے آ كان 
۱ دق ۸ 
۱ 9 ۰ 
| حه 0 = 2 سو؛؟ 
۱ 
| (4) بنفسك 
۱ 
۱ 


| زاوي مركزية قياسها 0 وطول القوس الحصورل إذا 
١‏ أكان: 

| ے 1 ۳ 

| )90 د > ل <۲۰ سم 

の (|I‏ ۱۵۰۶ ۰ ل ۲02 سم 

۲(|۲) 2*۵ هرا *۰ 2۵ ۲۵ سم 


ای 
۱ [(4) 0 ۰۱۲۰۶ ل ۲2 سم 
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مثالل ۱۲ : زاوب 
= اوجد الزاویتا 


(فل 


نفرض أن الزاویتان‌هما س » ص لذا فان : 


" والفرق بينهما 


يتان مجموعهما ٠‏ 


۲۰ = ニニ ーー の ¢ ۰ = س + ص‎ 


س + ص= ۱۲۰ 

ريدس 55 بالجمع 

اس = ص < ۸۰ ٩‏ 
بالتعویض فى س + ص< ۱۳۰ 
ے ۸۰ + ص = ۱۲۰ 

ص< ۰-۱۲۰ = ۵۰ ° 


١١ 0‏ : بنول یتذیذب خلال زاوی‌قیاسها الستینی ٩۱۳۵‏ 


صانعا قوسا من داثرة طوله ؟ اسم أوجد طول البندول 


طول البندول يمثله نصف قطر الداثرة نق 
الزاویۃ التی یتذبذ ب خلالها البندول هی 
الزاویۃ الرحکزیم 

س“ = ۱۳۹ ° بالتقدیرالستینی 

يجب تحویل الزاوي للتقدير الداثری : 

mW _ 7۲*۱۲۵ وے‎ 

We 

۱۲ كس‎ Û 
1 5 
۸ے اوت‎ _ xt _ 
كج ٢م ٭‎ 


“. طول البندول = ۵,۱ 


= 606 


تت یسر سید سید ات اتات تت ید تت ید ات سید ی ی من ャ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー‏ 
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سثال ۰ : أوجد محیط الداثر: ة انتى فيها قوس طوله 


° >٠ اسم ویقابل زاوین محیطین قیاسها‎ ٢| 
۱ 

> ひめ 
7 محيط الدائرة > ۲ ع نق‎ ۱ 

| يجب إيجاد نصف قطرالدائرة ار 
| ل 2 
۱ 

۱ 


,۰ = دق ولایجاد نق يجب أن یکون 


| معلوم‌لدینا ل 0۰ * حيث ٩6‏ 
| ھی القياس الدائرى للزاوية الركزية 
| قياس الزاویۃ الرکزیۃ - ضعف المحيطية 
| الشترکۃ معها فى نفس القوس 
حيث اننا نتعامل مع الزاوية الرکزية 
٩۰ < ) ×۲) = 0.‏ 


۲4 _۱1۲<*۲ .ٹم ے‎ ۱ 7 J 
ー ے لق = .بل هه‎ ー を 一 
7 7 ۲ دق‎ 


مثال ۱۲ : النسبت بین قیاسات زوایا شکل رباعی 
هی ۲:۲ :۵:۲ آوجد القیاس الدانری والستینی 
لهذه الزوایا 


(فل 


| 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
| 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
| 
۱ 
| 
نفرض ان الزوایا هی على الترتیب ٠ب‏ »4 »و 
| ی (۱) :و (ب) (AV:‏ دی (و)<۲ :۲ :۵:۲ 
| وه (۱) = وه (ب+)< ال و(م)<ال 

! ن»()< هل 

| ولکن مجموع زوایا الشکل الریاعی = ۳۱۰ 

٢ل‏ + ۲ ل + ۲ل + هل = ۲۱۰ 

< ۳۰ ۱ < | 

رر ہے و رو وی 

۱ وه (ب)< ال - ۲ ۰= 1۰ 

| ل(ه)-ال = بنفسك 

| (۶)=ەلك = بنفسك 

| حول الزوايا للقیاس الدائرى بنفسك 

| 
| 
| 
| 
1 
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(۲) بالتعویض فى دائرة الوحدة عن س ۰ ص ب جتا 0 
» جاه نجد أن: جتا"ه + جام = ۱ 


89 جتا' 6 - 1١‏ جا"۵ 38 ججا"م <۱- جتا"0 


Te 5‏ بت او 
۱ 424 چھ چھ ۱ 
| الدوال المثلثية الأساسية ومقلوباتها ۱ 
| | 
أ الدوال الثلثیۃ هی دوال تربط بين أسواء كان قائما او حادا 
| او منفرجا ودراستنا هذا العام ستتركزعلى الدوال المثلثيت | 
۱ للزاویت الحادة فى المثلث القائم وهذه الدوال هي : ۱ 
۱ (۱) دالة جیب الزاوية جاه | 
| ويقابلها باللفت الإنکلیزیۃ sin‏ ۱ 
۱ | 
موم این جنا ه هى دائرة طول نصف قطرها = الوحدة ومركزهذه الدائرة 
| ویقابلها باللغم الإانکلیزیۃ 605 = 51۳0 - 060 هونقطت الاصل لنظام احداثى متعامد فیکون‌الرحزهو | 
を る ۰‏ النقطتو = ( 5 ۰( ۱ 
① دالة ظل الزاوية ظاه ویکون الحورین هما الافتی س س والرأسى ص ع أىان : | 
۱ ویقابلها باللغم الانکلیزین tan‏ وب =و ( = ۱ وحدة طول ۱ 
| والدوال السابقة دوال أساسية ومقلوباتها : ومن هندسة الشکل نجد أن : ۱ 
| دالة قاطع الزاوية قاد ۸ وب ه. قائم الزاویۃ فی م | 
سی سے (وم)' -(ب ه) '+(وم)' ۱ 
| ويقابلها باللغن الانکليزین Sec‏ وباعتبار آن و م = س »به <ص »۰ وب 2< ۱ | 
| 5" دالة فاطع نمام الزاوية فتاه ۰ )0( - (の)‏ +(س)" سے س' o+‏ =) 
- ویقابلها باللغۃ الانکليزین ۴ س جاص" = ۱ )۱( ۱ 
||(" دالة ظل نمام الزاوية ظتاه جام = 9 دص < = は‏ 9 - (۲) ۱ 
أ ویقابلها باللغةالإنكليزية  cot‏ 0 سد 0۱ ۱ 
と gg |‏ 5 ۱ 
ظاه - ل طاو سس 
EL |‏ 0 7 حي 7 0 )+( | 
| ۹مم چھ 0 ۱ 
| جتا و = !ل سے جا («<اقا١م-١‏ فوانين داثرة الوحدة : | 
| قا ود イー‏ | 
EE GE‏ = اور تام 
| ظتا! آق س = جتا 6 | 
! أعلاقة الدوال المثلية بالمثلت القانم 
る (人 ۰ < ۱‏ ۰ جه ه 50 < 3 ۱ 
اکان ۱ب م ۸ قائم الزا ب فا | 
7 7 00 و عي )١‏ نجد أن س + ص لا تتعدى القيمت (١‏ نصف قطر ) | 
الى ليت م مس سس بت ثرة الوحدة ) ولاتقل عن -۱ أى أن | 
1 تقایل سا كسد آلؤ۔١<‏ س‌<۱ اء -۱< ص <۱ ۱ 
9 د کا ہہ ہے .۰ -۱< رر <۱ | 
جتا+- المجاور ل( _ MI‏ ۱ 
| وتر لمتلث (ج (۲) إذاكانتب ( س ۰ص ) هی نقطت تقاطع الضلع ا 
49 النهائی للزاويت 2 مع دائرة الوحدة فانه یمکن التعبر ۱ 
١‏ الس ھی عنها بالنقطت ب = ( جتا6 ؛ جا6 ) 
المجاور لم | 
| 
| 
| 
| 
1 
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عثال ۱ : آبحث إشارة القيم الاتيت 
(۱) جتا ۲۵۰ (؟) ظا ۱۰۰ ۰ (۲) قا ۲1۵ 
112۰7 قتا ۱۲۰۰ )1( ظتا 5 


(9) قا( °“ 


(۸) قتا "^ 


(۷) جا د 


ひめ 

(۱) جتا ۲۵۰ ے ۲۷۰ < ۲۵۰< ۲۱۰ 

الزاوية فى الریع الرابع جتا فى الریع الرابع موجبه 
جتا ۲۵۰< + 


(؟) ظا ۱۰۰ سے ۹۰ < ۱۰۰ < ۱۸۱ 
الزاویت فى الریع الثانی طا فی الریم الثانی سالبت 
۶ 9 ۰<- 


lo )۲(‏ ے ۱۸۰< ۲1۵ < ۲۷۰ 
الزاوية فى الریع الثالك قا فى الریع الثالث سالبة 
لأنها معكوسة は‏ ۰ ق۲1۵1 = - 


٩ ۱۹۵ - ۳۲۰ + ۱1۵ - = سے س‎ (016 -) は (9 り 
الز اوية تقع فى الربع الثالث‎ 
)۱1۵ جا فى الربع الثالث سالبه ۰.۰ جا(-‎ 


(ه) قتا ۱۲۰۰ ے ۵ = ۱۰۸۰-۱۲۰۰ ۱۲۰ 
الزاوية تقع فى الربع الثانی 
قتا فى الربع الثانى موجبة لأنهها معكوسة جا 


.قتا ۰ ۱۱۰ ーー‏ 
الزاوية محورية لا تقع فى ای ريع لذا فان ظتا ۲۷۰ غير 
۵ ۰ ۱۸ 


(۷) جا ^ سے و < ”= = ۲۵ 


1 
الزاویۃ تقع فى الربع الثالث 
جا فی الریع الثالثسالیۃ سے .جا )۲٥‏ = - 


۸ بنفسك 


لوبیتال فى الریاضیات 


3 الوحدة وأن قیاسها 6 لذا 


| تکون النقطئ ب و ※ ) (oz・ の‏ 
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[اشارات الدوال المثلثية 
۱ 


| بفرض أن < ١‏ و ب زاوي موجهد فی الوضع القیاسی 


| وكانتب ( س ص ) هی نقطت تقاطع الضلع 
| النهائی لهذه الزاويي مع دائر: 
۱ م 


| ویکون س ٠>‏ تی کے 
| أىان س٣ص‏ موجبتين 
بیو سعت لمثلثيي موجبي 
| (6) اذاکانت ٥‏ د ] 1۶۰۴ 
| 


| ویکون س <۰ ۰ص > ۰ 
| أى أن س سالبت دص موجبة 
فیکون جا ومعحکوستها قتا 
| فقط موجبة فی الربع الثانی 


| 
!((۲) إذاكانت ۵ د ‘nl‏ بی 


| تکون النقطۃ ب فى الریع الثالث 
| ويكون س <۰ »ص < ١‏ 
۱ ای أن as‏ 


أ فقط e‏ الثالث 


|(؛) إذاكانت ۵ د ۱ء 1 


۱ تکون النقطة ب فى الریع الرابع 
| ویکون س > ۰ »ص < ۰ 
۱ | أى أن س موجبة وص سالبنٌ 
٠١‏ کون چا وکوا ی (س» NC‏ 
فقظ موجية ف ااب 


إشارات الدوال المثلثية ., 


لكا ۳ 

جب 0 

CC طا‎ ٩ ما‎ 

موچب میس 
N‏ 
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| أمثال ؟ : إذا کانت 0 هی قياس زاون موجه فى جا = ص = ۔ ٠‏ ع 4_4 


۱ 
ーーー = ٠,1 = جتا 0 = س‎ 3 


| الوضع القیاسی ・ と‏ نقطت تقاطع ضلعها النهائی مع 
| أدائرة الوحدة أوجد جميع الدوال المثلثية للزاویین 0 


| آفی الحالات الاتيت ظا = کج 
۱ 
| ھت 

1 سو ۸-۰ 3 
۱ بے 2 جا( = ۶ ¢ جتام - 5 ¢ ظام = -4 
CH‏ كص ٢ 0 ۵ > の > 2  )‏ 
ٰ ۲ ۲ ۳ قتا م < ° ¢ قا - ٩‏ ¢ ظتام = _ ۲ 
ェ >92>z ۰ Ce‏ ۱ ۲ 


أن ب (-۰۱ص ) 


ヽ く 9・ (9:9-) と (1 


() پ(۔ (oe‏ 2< <م 


آلزاوین تنحصربين ۰۹۰ ۱۸۰ لذافان 


۱ 
۱ (مل الزاوية 6 تقع فی الریع الثانى 
'لسمسسست به س >۰ ۰ ص > ۰ ومن قانون داثرة الوحدة : 

+ ص ٠١‏ 
1 الزاوية 0 فی الریع الاول ی 
۱ و rt‏ ے e+‏ - ۱ 
| ومن داثرة الوحدة 5 
議 計 4‏ سمه に で コー セー‏ 
۰,۱ + ص = ۱ 4 ۰ ۲ 
۱ ص" = ۰۳۱-۱ وه ولكن الزاویۃ فى الریع الثانی لذا فان ص موجبة 
اص = ۰,1٤‏ = ± ۰,۸ ولکن ص > ۰ ص = 
۱ 
| ص = ۲ ١ _ (、 ニ‏ = 5 ۷ 
.ص = جا 6 = ,۰ 0 س = جتا0 = ۰,۱ ۰ص = ج 0م > س 0 
ہی ن : > عطاق ,ا ی 
جام = 4-4 سے قتا = ° اف ١‏ ! 
۹۳ 1 فيڪون 
اجتاه < 1 ۲ تاو ° Y‏ ۱ 
جتا 6 の りき < 一 三‏ جام =- ۰ جتا م = لل 6 6 نے 
VY て ۲ 3 4 ۱‏ 
ظا ے ات ٩.‏ ظتا = \ جم ۲ ۳۹ ۲ 356 
ساوک جج سے ظتاه = فتاه › قا = ل ء ظتام- ماج 
Vv‏ 


٠ < ص‎ 5 ・ く の ه٠.>)سء)٠١,8-ءس(ب)؟(إ١ا‎ 


| 
۱ تکون 0 فى الربع الرابع 
| من قانون داثرة الوحدة 


(4) ب (۲۱۲۰۲۹) ۰ پر << FT‏ 


الزاویت تتحصربين ۲۷۰۰۱۸۰ 


ا لذا فان الزاویۃ 6 تقع فى الریع الثالث 

| 0 ومن قانون دائرة الوحدة نجد أن : 

اس + ) -۰,۸) = ۱ の‏ + ص = ۱ 

(Pr = (TYO)+ 9) = ・Y1 = 6 1 2 
۱ ۱ 2۲۱ ))٢ٴ ے‎ ۱-۱۱١١ ۸۱ وچ یت سم‎ 

| کس سے 1۷ دیا 

۱ ولکن س > ۰ ٣ث‏ 
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لا اين نۇ جا 

الزاویہ تفع فی الریع الاول (みい))‏ 
لأنها تنحصربين ۰۰ ١ ٩۰‏ 
جتا م = س = ١,1‏ 
… النقطتب = ( ۰۰,۱ ص ( 
ومن دائرة الوحدة 
س + ص =۱ کس )1 Ce+ (いい‏ = ۱ 
۲ + ص" = ۱ صا = ۱- ۰,۲۱ = ۰,14 
ص = ۰,1۷ ‘t=‏ ولکن ص > ۰ 

.ص = ۰,۸ 
.ص = جا 6 = ,۰ ¢ س = جتا0 = ٠١,1‏ 
فيكون 
8 جام = =“ کے قتام < * 
8 جتام = 1-1 قاو - ع 
1 ص ヤー 7 ٤ ぃ 人‏ 
21 ظا6< ۶ _ کو د - ظتا 6 = ل 
سو ےپ هد 5 
۲ د ] * 7[ الزاویۃ تقع فى الريع الثاذ 
)(9 د ] 2 »7 [ الزاویۃ تقع فى الریع الثانی 
ظاه  -‏ "- طا 
< س 


.س = وك »ص = ۲٢ل(‏ 
من دائرة الوحدة : 
の‏ + ص" = ۱ هم (の に)‏ +(۲)0۲ = ۱ 


٦ء‏ ۹ل - ۱ do‏ '= سے ل = = 
۵ 


1 + = م‎ = Jd. 
0 ۵ 
ولکن الزاوية فى الریع الثانی‎ 
= の … والسقط السینی سالب س - - ول‎ 


اوجد باقی الدوال امثلثیہ 
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1 

۱ ۱ ۱ 

ー + = u = =— =. | 

۱۵ Yo Yo ۱ 

| ولکن س = ۹ ١‏ واشارتها تعتمد على اشارة ١‏ 

۱ واشارة س فی الریع الثالث سالب لذا لابد أن تکون ١‏ 
۱ 


| سالب م ما 

۳ ۱ 

1 ۸ ۱ ۱ 

.6 = 5 | ے و گگ كان :8:5 چا 
۱ ص = ۱۲ ( 2 ۱۲ 2 جا 6 
| ...سح و << ا 1  -‏ أ <جتاه 
19 

اب اس کے = ظا の‏ 

| س ۲ ۲ 

| فیکون : 

اجاو<- + جتاوع- ‏ 。 ظاوے ٤‏ 
٥ ٥ [‏ ۳ 
اقتاو=۔ ؟ , قاو <- ؟ . ظتامع ۲ 
٤ |‏ ۳ 4 
۱ 

| 

۱ 

۱ 


النقطی ب مسمطها السینی = لذا فان الزاویہۃ 0 لا تقع 
| فى ای‌ریع لأنها زاويت‌ريعيت ( محوریۃ ) 
من قانون داثرة الوحدة سه س ١ = (e+‏ 
1 )-)( + ص =۱ س ۱+ ص" 2 ۱ 


| ص = ۱-۱ 2 صفر حه ص = صفر 

اق س 2 -۱<جتاه ص - 2۰ جام 

ی - ظا 6 

| فیکون : 

أجاموع-. » جا6<-۱ ظا = صفر 
| قتا 0 = غیرمعرف قاه = - ظتا 0 = غير معرف 


| () ب(-0۰0) ۰ ل ٠>‏ بنفسك 
| 


| 
| اکلا من الحالات الاتيت 
۱ 
(Î‏ ا 08 جتاه = ١.1‏ 
٢٢٢٦‏ اڈ 1 
1 د[ 3 ۰ ]< の‏ =( 


o 7۱ ۱‏ 
4( 0 کت قتا < - - 
,|(۵)۶ د ]7۲ ۰ 3 لت 


۳ 1 
` جا ع‎ » i 
۰ の は ء7٣ داع‎ ۵0۰((۱ 


ین دج شین Www.lopital.net‏ 


۲ ۷ ۱ 
- و‎ に _ ظتا0- قتاو‎ (= の UM a 0 ぅ の )۲( 
2  、 6۱8-۵ ظا‎ 0) 
EAT امك ا‎ 
۲ ۲ 


ے٤‎ 


۷ 
0۷1 


۱۷6 


الزاوية تقع فى الریع الرابع 


لأنها تتحصریین ۲۷۰ ۰ ۲۱۰ ومن قانون داثرة الوحدة 


۷ 
نجد أن : 
の + の‏ <۱ ے ( )ومنت )(( جتاه -قتاه ظا( <- メー ーー‏ 
۱ = ا ے؟ ے (oxWe+VxVー‏ ے 1o+ 4 一‏ - 
Vx fo 4 5 3‏ ۱۷۵ 
سه コル ュ = リ ニル‏ 
CT” 4‏ (؟) بنفسك 
۲ 
وحیث أن الزاوية فى الریع الرایع نجد أن ص = - ج 
“.جام - ۷ و Da‏ 11# 
س ١‏ 


| 
۱ 
1 . 
1 
| 
۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
| -+ص <۱ ه ص = 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
al‏ 
| 
| 
| 


)٤(‏ ۰ )0( متروك للطالب 
۱ 


| أمثال ٤‏ : إذاكانت 6 د ]* +٠‏ [ ۰ جام = * 


۱ = قیمم : 
ظتا۵- قتام 


جتا 6 - قتا و ظا 
ーーー‏ )(( جتا م - قتاه ظا 


| 

ا ال 

| 

! الزاویۃ تتحصربین ۰۹۰ ۱۸۰ 
| لذا فانها تقع فى الريع الثانی 


ب (س؛ ۔١)‏ 
o‏ 


| ومن قانون دائرة الوحدة : 
۱ 
اس + の‏ =! حه の‏ اوت 


1۹ ニ 9 一 11۵ كلاه کے‎ 
11 11 لك‎ 
Y 《4 


- ) ご の حه‎ ュー ro 1 


学 ーー = 4‏ اح کج 

س ー o‏ ي 0 كن 

۱ رت و یت سیف لذافان س < ٠‏ ( سالبن ) 

| ےن گے 

٥ س‎ ۱ 

۲  < جتاه = _ ۲ 3 ظاه‎ この は 
9 {o 

۱ 

اقتاه - ۲ قاه = ۲ 3 ظتا ۵ < - ۲ 

94 ۲ ۱ 


حساب اللات لوبیتال فى الریاضیات 


Www.lopital.net Waled_elgarhy 


۱ الدوال المثلثية لبعض الزوايا الخاصة || میب (۱۰۰) <(س »ص) = (جاه . جتاه ) 
۱ لذا فان : 
| الزوایا الخاصة : جا ٩۰‏ > ۱ جتا ۹۰ = ۰ ظا ۹۰ = غير معرف 
| هى تلك الزوایا الحوریۃ رالریعیت وتلك الزوايا التى أ ーー ター ドド ٠۹‏ 
| لها قيم معروفت مع جميع الدوال المثلثيض (؟)إذا كن الضلع النهائى لدائرة الوحدة 
| فالزوايا الحديئهى ( 6-5 ۹۰ 6 ۱۸۰ ۰ ۲۷۰ 6 {いい‏ عه ٠‏ الا و 
| والزوايا الخاصةهى ( ۲۰ ۰ 4۵ ۰ 1۰ ) چمچ قط 7 

۰ ۰ جم oes‏ مه ۰ تكون ویہ 2 
| وحذ لك کل زاوین تنتج من حاصل جمع اوطرح ا و و ة 
| الزوایا الحوریۃ والزوایا الخاصت فهی ایضا زاويت یوت سا و سی 
أ خاصت أوزاويت مشهورة ولكن قیمها مع الدوال للزاوية 0 ۱ 
| المثلثي سنتطرق له فى الدرس القادم هی ب = (-۰۰۱) = ) ص) = (جاو . جتا6 ) 
| فما هی قیمۃ النس الثلثیۃ لهذه الزوایا الحوريت لذا فان : 
| والخاصي جا ٠-۱۸۰‏ جتا ۱-2۱۸۰ ظا 2۱۸۰ ۰ 
| وللإجابت على هذا السؤال تتبع ما يأتى : قتا ۱۸۰ =غیرمعرف قا ۱-۱۸۰ ظتا ١١ت‏ غير معرف 
| ・ 
| أولا الزوایا المحورية ( الربعیة) (؛)إذا كن الضلع النهانی لدائرة الوحدة 
| مح و نو نس ی 
| بفرض أن الضلع النهائی للزاوييّ 0 تقاطع مع دائرة یقطعها فی النقطن ه 
أ الوحدة فی النقاط ل ۰۳۰ه »ی وهی نفسها نقاط | (۱) تکون الزاوية 0 = ۲۷۰ 
| تقاطع دائرة الوحدة مع المحاور (۲) تكون نقطة تقاطع دائرة الوحدة مع الضلع النهائى 
۱ 5 للزاویۃ ۵ 
۱ هی ب = (۰۰ -۱) = ( س ›ص) = ( جا » جتاو ) 
۱ لذا فان : 
| جا ۱-۲۷۰ جتا ۷۰ = ۰ ظا ۲۷۰ غیرمعرف 
۱ قتا ۱-۲۷۰ ق۲۷۰۱ غیرمعرف ظتا۲۷۰< ۰ 
| 
ملخص نا سبق 
| 
| (۱) إذااكن الضلع النهائى لدائرة الوحدة 999 
| أيقطعها فی النقطت ل 
| (۱) تكون الزاويت 0 = صفر 
| (۲) تکون نقطة تقاطع داثرة الوحدة مع هذا الضلع 
| النھائی هی لمحورس يمثل جنا لذا فان 
00.2 = ( س »ص ) = (جتا0 جا 0 ) | (8 الدالۃجتامع زوايا الحورس ( ۳۱۰۰۱۸۰۰۰ ) 
سی ناتجها ١‏ أو - ۱ حسب موقع الزاویۃ فی الجزء الوجب‌ا 
اجا ٠<‏ اہ کات 0 و ب موقع الزاویۃ فى الجزء الموجب او 
أقتاء = غير ف قا ۰ = ۱ ظثا 8 2 .2 ف 0 
ډرمعر عد の‏ | ا الدالمّ جتا مع زوايا المحورص ( ۲۷۰۰۹۰ ) ناتجها 
[(۲) إذا کن الضلع النهائى لدائرة الوحدة صفر 
۷ 0 الحورس يمثل جا نذا فان : 
| (۲) تکون نقطة تقاطع داثرة الوحدة مع الضلع النهائى | ١‏ أد -۱ حسب موقع الزاویۃ فى الجزء الوجب او السالب 
! للزاوية0 ع الدالۃ جا مع زوایا الحور س ( ۰۱۸۰۰۰ ۳۱۰) ناتجها 
۱ صفر 


حساب المثلثات لوبیتال فى الرياضيات 


وبالتمعن فى الثلث القائم المتساوي السافین نجد ان وتر 
هذا المثلث = ۲ مأ احد الساقین 

عثال) : ١‏ ب ۵ قائم الزاویۃ فی ب » 

と = と け |‏ = وکان ب = اسم أوجد ( مج 
وكذلك جميع الدوال المثلثية للزاويتين ١‏ ۰ 


ひめ 


( ب = ب م- | سم 


.ل )= (جم)ع وه 
اس KWo]‏ 


چوس چو ہیں اچ ۳ 


الدوال المثلثية للزاويت ٥؛‏ اسم 
المقابل 
© جا ( ح جا ه؛ - ل سے 
الوتر 
المجاور _ 
الوتر ٠‏ 
لمقابل ) 


© جتا ( = جتا 4 = 


۱ < _ > 


پیر ھوں پچ سے ۱ 


لذا نجمع النسب الثلثیۃ للزوایا الخاصتّ فی هذا الجدول 


جل 
0 


し‏ 0 ۱ : اوجد قیم جميع الزوایا الثلثیۃ للزوایا 


(۱) ۲۰ 
(ه) ٩۰‏ 
الل 


۲۰ الزاويت‎ )١( 


۷ リー 
\V 


1۰ )۲( to (؟)‎ 


۱۸۰ )1( 


(4) صفر 


بیع 
。 
۱ 
jp‏ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
والزاويتّ A‏ لها نفس قیم < | لاٹھمامتساویتان | 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۲ | 
تا رتست | 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
1 
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االدالت ظا 


PP‏ ۰ قيمتها غير معرفت 


۱ 
ا جا ٩٠‏ = چا ۰ < قتا ۱۸۰ = قا ۲۷۰ = 
| ظا ۹۰ = ظا = جتا ۰ = جتا ۱۸۰ < 
قا ۰ = قا ۰= =Y・G‏ ظا ۲۱۰ < 


۱ 
۱ 
| أثانيا الزوايا الخاصة ۰۲۰۱ to‏ 1۰۰ ) 
۱ 


| درسنا فیما سبق المثلث الثلاثيني الستيني وهو مثلث قائم 
| به زاويتان حادتان احداهما قیاسها ۲۰ والاخري قیاسها 
| 1۰ کمادرسنا النتانج الاتيت 
۱ 
جه > یو فو عه 
| © الضلع المقابل للزاويت ۲۰ < الوتر 
١ 8 ۳ ス と ۱‏ 
| الضلع المقابل للزاويت 1١‏ -! الوتر TV‏ 


| 
| مثال :١ب‏ ھ ۵ قائم الزاويت فى ب » 

| ں(١ط)‏ = ۰۴۲۰ وه (<م )= 83 

| وکان | < اسم أوجد |ب »ب م 

۱ وكذلك جمیع الدوال الثلثیۃ للزاویتین ۰۱ + 
١‏ فل 
| 


توت 8 


TV 
۲۰ الدوال الشلثية للزاوية‎ ١ 

ト اھ‎ 

حا( < حا ۲۰ ع = ا 

اہ ا لوتر ۲ 
المجا 

۱ جا ( -جتا١؟-‏ = = 


۱ الور て‏ 
المقابل 1 
۱ ظا ۱ = ظا ۲۰ = = ーー‏ 
١ ۱ 51‏ المجاور ۹۳ 
أ الدوال الثلثیۃ للزاويت 1۰ 
۱ 5 
المقابل 
۱ جام < حا 1۰" دس < _ 
° ۳ 
لمجا 
| © جتام = جتا .. a‏ 
الوتر ۲ 
قاوطا 1۳ 
| © جس ۷۹ ES PT‏ 
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۱۸۰ جا ۲۰- جتا ۲۷۰ جا‎ ٤٥ + ۲۰ جتا ۹۰ قتا‎ )۵( 
メッ ーー メ (て いり + (X ヽ 三 


۱۳ ۸ XY キャ ョ 
۲ 
ترریب‎ )١( 


4 جا جا ۹۰- جتاء قا 1۰ + وظا ه؛ 
+ ۱۰ جتاه؛" Ve‏ -ظا۲۰جا ۱۸۰۸ 


مثا ۲ : أثبت صحة التطابقات الاتین 
(۱) ؟ جا ه؛ جتا ه؛ ظا ه؛ = ۱ 
(؟) قا ۲۰ظا 1۰ + قتا" 1۰ دظا' 4؛ = ج 


- = 4٥ Ca+ い は ー ( い ー1) は )۲( 

(؛)اجتا' + جا" + ظا' 3 ع ها تلاح ۱۰ 
٤ ۲‏ ۲ ۲ 

)0( جتا؟ ۲۰ ظتا' ٦٦‏ ظاه؛ = 0 


)1( قتا' ۲۰ ۔ظا' 1۰ -جا ۲۷۰ 


و 
1 
1 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
= 6 ۱۸۰ جا ۲۷۰ 
| 
| 


(۱) ؟ جا ه؛ جتا ه؛ ظا ه؛ = ۱ 


3 الایمن = ؟ جا ٥؛‏ جتا ٤؛‏ ظا to‏ 


۶ × × = 
۲۷ ۷ 

=× ا سے = الايسر 
۲ 


(۲) ۲ جا ه؛ جتا ئ؛ ظا ٠١٤١١‏ 

الایمن < قا ۲۰ ظا 1۰ قتا 1۰ - ظائ ه؛ 
۲ ۴ ۲۸ ۲ 

۱(  )ل_‎ ( + パル x ニ ーー = 
(۱) چ٦‎ ۳۷ で v 


۳ 
= وس ےس 2*۲ ۲ الا 
yy FF‏ 


(۲) قا ۲۰ ظا 1۰+ فتا' ٠٦‏ - ظا" ه؛ ェ ー‏ 


الایمن = جا(٦٦-۲۰)‏ - جتا 1۰ + جتاا ه٤‏ = 
= جا ۲۰ - جتا 1۰ + جتا' ۵> 


١ ۲۸ ١ ١ ١ 
كه = _ - لا‎ ーー 
۲ hs ۲ 


سست ستع ستت سس× ست× ست ست× 四半‏ ثتط× صت ط× تست× تہ ثستط× سط تع le‏ ہت 。 aaa‏ تع جت سح ت > し‏ 
جم 
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ا جا =٤‏ ل جتا 6ح ا ظاه؛ < ۱ 
۱ 3۳ 


۷ ۱ 

| قتا ه؛ = قاه = ظتا ه؛ = 
۱ 

7 | 

| (۲) الزاويي ٠١‏ بنفسك 

۱ 

| (؛)الزاويج صفر 

| چاه = ۰ ا ۰ = ۱ ظا ۰ = ۰ 


ظتا ۰ = غير معرف 


٩۰ الزاويس‎ (6) | 
۰ = ٩۰ جتا‎ | < ٩۰ أجا‎ 
۱ < ۹٩۰ قتا‎ | 


ظا ۹۰ = غیرمعرف 
ظتا ٩۰‏ < ۰ 


قا ۹۰ غیرمعرف 
أ باقی الزواییا بنفسك 

| 

اسثال ؟ : اوجد قیمۃ ما یاتی : 
)١( ||‏ جتا ٠‏ + جتا ٩۰‏ + جتا ۱۸۰ + جتا 0۷۰ + جتا 51١‏ 
1() ظا' 1٠.‏ قا" 1۰ + جا ۹۰ 


۱ 
ان( 
1 ۲ سرت 


|(4) ؟ جا ۲۰ جتا 1۰ + ۲۷۸ جاه؛ جا ٩۰‏ 
| |(ه) جتا ٩۰‏ قتا ۲۰+ قا' ٤٥‏ جا ۲۰- جتا ۲۷۰ جا ۱۸۰ 


|(1) ؛جا٢٢جا‏ ۹۰- جتاء قا 1۰ + هظا to‏ 


٠١ +‏ جتاه؛' Ve‏ - ظا۲۰ جا ۱۸۰ 


(۱) جتا ۰ + جتا ٠١‏ + جتا ۱۸۰ + جتا ۲۷۰ + جتا ۲۱۰ 
= ۸+ ۰+ (-۸) + ۱+۰ 2 ۱ 
(0) ظا" 1۰ - قا" 1۰ + جا ۹۰ 

= (۲۷ )۲-(۱+۲)۲ <۲-+2۱<صفر 


(۲) قا ظا“ ۔ ظتا ۳ جتا ” 
1 ۲ ۲ 1 
= قا١؟ظا‏ 1۰ - ظتا ٠٦‏ جتا ۲۰ 
١-٤ ۲ ۱‏ 


x = 


(؛) ۲ جا ۲۰جتا +٦٦‏ ۲۷ جاه؛ جا ۹۰ 
۱ ۱ ۱ 

1 メー »ا‎ ۲۷ + - ۷ - «۲ = 
۷ ۷ ۲ f 


"0, 


Www.lopital.net 
: سثال ؟ : أوجد قیمۃٴس التی تحقق‎ 


(۱) سجا' 2 ere‏ جا" 


جا 235 
سم 1 


جتام كط ج27 
۳ ۲ 
< ظا" ×٦‏ جا ۲۷۰ 


س × ( )۲ -۸< (۲)۲۷*-۸ 


س × جا' ٤٥‏ × جتا ۱۸۰ 


سے س × ۲2۶ ۰ س > ۲۲۷۲ > 1 


() س‌جا ‏ نا 5 ظا ے ظاا 7 چا 
4 ۲ 


مثال ۵ : إذاكانت س د [۴۰۰] اوجد قيمت س 
التی تحقق مایلی: 

(۱) جا سن < جا ۲۰ جتا 1۰ +جتا ۲۰جا 1۰ 

(۲) ظا س 


= وجا' ‏ +۸ جتا؟ ۶ 
1 ۳ 


جاه + 
جتا 1 = = 
(۲) جتا س ریش 


مان 


جاه 2 


لوبیتال فى الریاضیات 
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۲ 1 ۲ 


ےجا ٤ + et‏ ظا 4-1۰ جا ۹۰ 


x%—! ا‎ ۳8 = 
xs (SV) t+ ۲)-(۲+ (۲ 


ا ل كن ++ 
1 1 


دی وی * +) ظا 2 ۔ ؛جا؟ 
4 ۳ ۲ 


x パ +ー メ バニ 


حا ی ۳ سل 


(1) قتا' ۲۰ ۔ظا' -٦٦‏ جا ۲۷۰ 
4٥ =‏ جتا ۱۸۰ جا ۲۷۰ 


قتا ۲۰ ظا ۰ جا ۲۷۰ 


0-)-'(YV) - و‎ 


۲ 2 ۲-4 2۱+ ۲۰ 


اقا" to‏ جتا ۱۸۰ جا ۲۷۰ = (۲۷ )۲ 2۱-۱۷ ۲ 
| یساوی الایسر 
| 


| 
ترریبات‎ | 
>٥ جا"‎ ۲-۱ = ۱ - 4٥ tst(0) | 


۳ ۲ظ ا.‎ 
ニニ ニー ニー =1 )ظا‎ ۲ 
y ظا‎ ١ 1 ) 


(۳) جا 21۰ ۲ جا ۲۰ جتا ۲۰ 
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ےس سور 
الزوايا الحورین‌هی ( ۰۰ ۰۹۰ ۰۲۷۰۰۱۸۰ ب 
دجے ۰ ۵ )۱ 


oo 


عق 

: 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 
ای تکون کالتالی 
۰ 2 ۹۰+ ۲۰۱ أو > ٦-۱۸۰‏ | 
۰ء ۱۸۰ + 1۰ أو < ۲۰-۲۷۰ 
۵ 2 4۵-۳۱۰ أو = ۲۷۰ o+‏ | 
وهكذا واذا استخدمنا جمیع الزوایا المحوريت ۱ 
بالاضافيٌ او بالطرح منها مع جميع الدوال الخاصہ | 
سينتج ما یسمی بالزوایا النتسین 
نتسائل الان ! ۱ 
هل يمكن تحدید قیمۃ مثلا ل جا ۱۲۰ وما علاقتها | 
بالقيمة جا ۲۰ は‏ 1۰ حیث أن 
۰ 2 210-1۸۰ ۹۰+ ۲۰ | 
کل ذلك سنتعرف عليه فيما يلى : ۱ 

| 
٠‏ هه ۰ 2 مه ۱ 
خطوات إيجاد قيمة الزوایا النتسبة ١‏ 
)١(‏ زوایاللحور ص ( ۰۹۰ ۲۷۰) تغیرالدوال الثلثیۃ | 
¢ جتا سے جا ۱ 
aM ec Wa‏ 
آما زوایا الحورس ( ۰۱۸۰۰۰ ۲۱۰ ) فلا تغیرالدوال ۱ 
الثلئیم | 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 


جا ے جتا 


(۲) کل ما تفعله الزاويتين ۹۰ء ۲۷۰ انها تغير الدالت 
الثلثین كما سبق ولكن تبقی على الزاوييٌ 7 كما 
هی ولكن الاشارة للقيمي الجديدة حسب إشارة 
الدالت بموقع الزاويت كالتالى : 

8 جا (۹۰+ھ) = جتا6 

تغیرت إلى جتا لأن ۹۰ زاویۃ تغير الدالن الثلثیۃ 

واشارتها موجبۃ لأن 1١‏ + 0 زاوية فى الريع الثانى و جا 
فى الريع الثانی موجبہ 

3 ظا ( 6-۲٦۰‏ ) = - ظام 

الدالت بقیت ظا كما هی لأن ٢٢٢‏ زاوي سینیخ لا 
تغير الدالت المثلثيت ولکن الاشارة تغيرت لأن الزاويت 
٠‏ زاوي فى الريع الرایع وظا فى الريع الرابع 

いり し‏ وهكذا مع ای زاوي واى دالت مثلئیم 


لوبیتال فى الرياضيات 


ع كانه 


| الدوال المثلثيت سس عن باقی الدوال 
۱ المسترسلي فلها خواص مشترکہ وحل دالہ لها 

| | خواص منفردة وبعض هذه الخواص نسردها فیما یلی 
| 

| (۱) الدوال المثلثيت جمیعها دوال دورن ودورتها 7۳۲ 

1 تکون دورية |ذا كانت ۶ (س) = و (س + ه ) 

| وتکون دورتها = ه ولذلك فان الدوال امثلثیۃ دوال 

۱ دوریه لأن على سبیل الثال يكون جا 0< جا( 0 + 7۲) 
| لذا فان الدوال الثلثیۃ جمیعها دوال دورية ودورتها ۲ 7 

| 

| )( مدی‌الدالتین‌جام ,جتام =]- いい‏ 

| ای انه بالنسبت للدالتين جا » جتا لا یمکن أن تتعد 

| قیمة كلا منهما عن ۱ ولایمکن أن تقل عن - ۱ آما 

| باقی الدوال الثلثیۃ فلا ینطبق علیها ذلك 


1 الزوایا السالبت للدوالجا »جتا ء ظا 

| من خصائص هذه الدوال التى سنتعرف علیها فى هذا 
| الدرس أن 

| 8 جا )-9( --جام سے جا - 2۲۰ -جا ۲۰ 


| لواعنا(-0) دينان. کے جا (Yvon‏ جا 
| 3 ظا )-9( = -ظا 6 سم ظا ۲۰ = ۔ ظا ۲۰ 


| 
| )6( الدالج العکسیت للدالۃ المثلثيت 

| |ذاکان جا( = م ه 0 <جا"۲م 

| ومعنی ذلك انه وبإعتبار 6 الزاوية محل الدراست وأن ۲ 

| قیمہۃ جيب هذه الزاوييّ 

| فان مهمة الدالت الثلثیۃ جا مع الزاوية6 هو إيجاد القيمة ۴ 
۱ أى أن إذا علمنا زاوية معينة فإننا نستطيع أن نوجد قيمت 
| اسنا اوخ اسا | ظلها فماذا اذا علمنا قیمة جیب 

| زاویۃ غير معلومۃ فهل نستطیع | یجاد هذه الزاويي 

۱ | ولکی نستطیع ان نوجد هذه الزاوية لا بد ان یکون 

| لدینا دالۃ مثلفين عكسية للجیب والتی تکون جا" 

- فمثلا : 

" ゃ = の < 一 ١ = إذاكانتجام‎ | 
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الزاوية 2۷۰ - 0 تقع فى الربع الثالث 


وقتا فى الثالث سالب )۲( "i‏ 10۰( ۱ 
۰ تغير الدالۃ الثلثیح قتا سه قا ع ہت و | 


۰ 2 ۱۸۰ +۲۰ ۸ ۲۱۰ ص 1۰-۲۷۰ 
۱۰۱3۰۰ = ظا (۲۰۱+۱۸۰) یک 


٠ 4 る 4 ۱‏ ° * << ۰ ۰ ا5 ۰ ڪڪ ۰ 
| امنله تو يحب %( ۸ + 1۰ %( ۷ Tv‏ 
۱(۲) جا(6+۹۰) ER aN‏ ام ها[ 

| الزاویۃ ۹۰ +0 تقع فى الربع الثانى وجا فى الریم الثانی 

ا dd‏ 7 جا 40 = جا(۲۰-۲۷۰) 2- جنا ۲۰  <‏ ۲۷ 
ر موجه ۲ 
| ۹۰ تغيرالداةالمثلثييّ جا ے جتا 

اي جا(6+4۰) = جتا 6 (۲) جتا۵۷۰ 

| الزاويت اکبرمن ۲۱۰ 

۲۱۰ 2 ۳۰-۵۷۰ 20 جا(0+۸۰)‎ )۱١ 

| الزاوية 2+۱۸۰ تقع فى الربع الثالث الزاويت تقع فى الربع الثالث 

وجتا فى الربع الثالث سالبت ۰ = ۱۸۰ + ژٔ e‏ ۲۱۰ < 1۰۱-۳۷۰ 
| ۱۸۰ لا تغير الدوال المثلثیہ .*. جتا۱۰) = جتا( ۱۸۰+ ۲۰) = - جتا ۲۰ ۲٢‏ 
A Fe |‏ = ! 
ا + جتا۱۰) عجتا ( V(t‏ 
(۲) قتا(۲۷۰ - 9( 1 

۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


+ قتا(0-۳۷۰) = - قام 


= )1۰-۲۷۰( جا(-0) <جا(۳۱۰- 2( .ظا ۲۱۰ = ظا‎ )٤( 
الزاويت -0 أو 0-۲۱۰ تقع فى الریع الرابع‎ | 
を وجا فى الریع الرابع سالبۃ (؛)‎ | 
59 لاتغیرالدوال الثلثیۃ‎ ٠ أو‎ ١ 
パニ ーー =9 ح‎ 9 は - =(9-Y い ) は = اس جا(-0)‎ 
٠٠9 ۱ 
۱۳۲۲ +و) مر سر‎ ٩۰ (ہ) ظا(‎ | 
۲۰ + ۷۰ ٣۰۰ أ‎ 1۱-۳۰ = | (9+W り =(Y い + 0+4۰ -( ظا(- 4۰+ 0) = ظا‎ 
= الزاوین ۰ + 8 فى الریع الرابع وظا فيه سالبت + جتا ۲۰۰ = جتا(1۰-۲۳۱۰)‎ 
= )۲۰ + تغیر الدوال الثلئين ۰ جتا ۰ = جتا(۲۷۰‎ ۱۷۰ 


.*. ظا(- ۹۰ +6) <ظا(۲۷۰ +۵) = - ظتا 6 
(۰) ۰ )1( تدریب 


ظا( ٩۰‏ +) = ظا(- (0-۹۰)) 
< - ظا(۰٩‏ - (の‏ = - ظتا 6 


مثا ١‏ : |ذا کانته قياس زاوی حادة موجبت فى 
وت وتعين على دائرة الوحدة النفقطہ 


۱ 
ب( 5 ص ) آوجد قیمت : 


|أمثال ۱ : اوجد قیمۃ كلا مما ياتى 
||(1) جا.؛؟  ts‏ (۲) ظا(- )٠5١‏ 


TO 。。‏ 。。 71۵ ۰ 111 
۱)) جتا “ ه) قا د ظا نشقك 
|( ۳ )6( 1 )1( ۳ 


۱ 

ل 

| (۱) جا ۲۰ 

۱ اولا نحدد موقع الزاويت ٢٠٤‏ وهی فى الریع الثالث 


حساب الشلثات لوبیتال فی الریاضیات 


(۱) ظا(۰٩-0)‏ + قا( 0-4۰0) 
(۲)ظتا(۲۷۰ +0) - ظا(6+9۰) - جا )・ 人‏ )+9( 
(۲) جا(۵+9۰) + جتا(۱۸۰- 2( 


"ہے .رت کے رہ سا کت مت کی ل سم ات سے سے سے کرت سا سے سز د سس تا سے سس نع 


(۱) جا(۱۸۰- 6) <جاه = ー‏ 


° - < قا(۲۳۱۰- 6) = قاو‎ CC) 


حم 


(۲) جتا(- 0) -جتام - - * 


)5( ظا(0- ۱۸۰) = ظا( - ۲۱۰۱+۱۸۰) 


ظا(۱۸۰+ 9( -ظام < - 1 


)6( جتا(0+۱۸۰) - ظنا(۲۷۰ + 0) 
= -جتام - ( -ظام ) = - جتاه + ظا 


١ ۱۵*۷ ۲ 4 ۲ 1‏ 
2 ا لژ هس ー‏ +( - = = = = 
)+ ؟) リー‏ = 


سثال ٤‏ : اوجد قيمت 


(۱)جتا۱۲۰ + ظاه؟) + قتا۲۳۰ + جتا 12١‏ 
(0) جتا١٠؟‏ جا ۵۱۰ - جا۲۲۰ جتا(- ۲۲۰) 
(۱) نوجد کل نسبّ على حداها 

جتا ۱۲۰ = جتا(71۰-۱۸۰) = -جتا 1۰ < - 
(ob‏ = ظا(۱۸۰ + ه؛)- ظا ۵) = ۱ 

قتا ۲۲۰ = قتا(۲۰-۳۲۰) = -قتا “۲٢‏ ۔؟ 
جتا ۲۰؛ = جتا(۲۱۰۲۰) = جتا = 


۱ ۱ 
۱ - 2۲-۱ > - + )۲-( +۱ +- - 
۲ e ۲ 


(۲) جتا۲۱۰ جا ٥١٥٥‏ ۔- جا١٠؟‏ جنا(- ۲۲۰) 


لوبیتال فی الریاضیات 


= ۲۰ ظاه؟) + قتا١؟؟ + جتا‎ + ١؟١اتج‎ .٠. 


8 جا 21١‏ -جا(۱۸۰ +۲۰ )<- چا 2۲۰ 1۷ 
3 جا۱۰ه = جا(0۱۰- ۲۰ )= جا ۱۵۰ 
< جا( ۱۸۰ -۲۰) = جا ۲۰ = 
8 جا۲۲۰ جا( ۲۰-۳۱۰ ) < - جا 2۲۰ - < 
3 جتا(- ۲۲۰) = 
= جا(۳۰ -۲۰) = جا۲۰< で‏ 

جتا۱۰) جا ۵۱۰ - جا۳۲۰ جتا(- ۲۲۰) 
2 >۰ 

۲ ۲ 1 ۲ 
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1 | لأى Hat‏ على دائرة الوحدة يكون 
| سا + ص" = ۱ 
)ا の e+‏ = نی 
I‏ 

٩ ۲‏ ٥۹-۲ے‏ ۱1 
۱ وس :2 کڪ 
٥ ۵ o ۱ の‏ 
وو سی دہ ہی 


< ظا - ) - ظا (- ) - は‏ 2 ( 
- -ظام +ظام +جام +جام- ー‏ 


)6 - 16١ جتا(‎ + )6+ 1١0 جا(‎ )۲( 
جتام = صفر‎ - の は は = 


I 
۱ 
I 
۱ 
۱ 
I 
۱ 
I 
۱ 
I 
)9+۱۸۰ ( ظتا(0۷۰ +) ظا(۹۰+و) - جا‎ )0(! 
I 
۱ 
۱ 
I 
۱ 
I 
۱ 
I 
۱ 
۱ 


: أوجد‎ [2۰ ٤] ۷“ - > 6 إذا كان جتا‎ と VI 
جا(۱۸۰-)) (۲) قا(6-۳۱۰)‎ )۱( | 
) ۱۸۱ - ظا(0‎ )٤( ا| (۲) جتا(-0)‎ 


| )6( جتا(۵+۱۸۰) - ظتا(0۷۰+) 


لفل 


1 نقطة على دائر 8 الوحدة یکون ) 1 ( 
اس + ص = ۱ کے 
e+ ') 7‏ = ۱ 
ا 1 بت 
| ۰ص ۱ 
س ص = 1 11 a‏ 
٥ o ۵ |‏ 
۱ ۹ 1 

ーー キー | = 
9 ۵ کی‎ 

۲ 

سوک 
ا.یجاه - ؟ جتاه = ۶ ظا(  <‏ ؟ 
۱ ۵ ۵ 1 
۱ 
۱ 
ニー |‏ ہت 
حساب الثلثات 
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(س + ۲۵ )- (؟ س -۱۰) = ۲+۹۰ 7 
س + ۲۵ - س + ٠١-٠١‏ + ۲ 7۲۵ 
- س + 0 = ۲+۹۰ و1۲ 


3 عندمان = ۰ سے دس += ٩۰‏ 

- س = ۲۵-۹۰ < ون ےس = - ۵۵ 

مرفوضة لأنها لا تحقق الشرط حیث ۰ <س < ٩۰‏ 
fo} = Ce‏ ۸۵۰ ) 


(۲) ظا(۰٩‏ + س)- ظتا(س - ۳۰) ۷ ۰<س < ۱۸۰ 
(O+)‏ > (س-۲۰) = TO +٩۰‏ 


ee‏ ل 


لوبیتال فى الریاضیات 


اوہےت هه بح 
۳ ۵ 
الحل العام = ( ڕ 26 ・ ze ニ‏ ( 
OG‏ ۵ : اوجد قيم س التی تحقق ما يأتى : 
(۱) قتا(س + ۲۵) = み () き‏ -・( ۷ ۰<س < ٩۰‏ 
(۲) ظا(۰٩‏ + س )= ظتا(س - ۳۰) ۷ ۰< س < ۱۸۰ 
(۲)جا( (て の) は = (に この‏ ۷ ۰<س < ۰ 
الل 
)۱( 
ے قتا(س (o+‏ > قا(؟ س - ۱۰) 
۰ (س + ۲۵ )+( س -۱۰) = ۹۰+ ٣ن۸‏ 
حاصل الجمع : 
(س + ۲۵ )+(۲ س -۱۰) = ۲+۹۰ و1 
1١ = ۱۵ + OR‏ +7۲ 
آق عندمان = ۰ سے اس o+‏ سے 4・=O パ‏ - ۱۵ 
س < ۷۵ … み‏ = ۲۵ )۱( 
3 عندمان <۱ سے ٢س‏ + ۱۵ = ۹۰+ ۱۸۰ = ۲۷۰ 
س = ۲۷۰ - 1۵< ۲۵۵ 
س 2< ۲۵۵ … س حت ۸۵ )1( 
3 عندما ن = ۲ سے س + ١١‏ = ۹۰+ ۴1۰ = 4۵۰ 
ON‏ = 46۰ - ۱۵ = 1۲۵ 
س No=‏ س = t=‏ ولکنها مرفوضة 
لأنها لا تحقق ٠ に Ni ai $a‏ <س < ۹۰ 
حاصل الطرح 
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(۱) اذا كان ( » ب زاويتين متتامتین فان : 

> ( = جتاب > ظا (م = ظتاب ء قتا ( = قاب 
(؟) إذاكان سے جا | = جتاب فان : 

一‏ < بے +7۵ لاني د ص 


(۲) |ذا کان حه قتا( = قاب فان : 


ret+ ニ ニ と +| < 一‏ ۷۲ن د ص 


(؛) إذاكان سے ظا م = ظتا ب فان : 


ro の + ニ ニ と キ | < 一‏ ۷۲ن د ص 


Vv‏ م * (ن +2) ×× ب ۶ نم 


'أعثال ۵ : اوجد الحل العام لكلا من المعادلات الاتيت 


!() جاهه ۶عجتا؛,)( ())ظاءم =ظتا ۵۲ 
| (۲) قا (۱-۵۲) = قتا(؟6 +۱) 
| 

۱ (۱) جا 90 = جتا ؛ 6 

70۲+ = 0 


3 0 2 +۲ و 7۲ 0 - 6 2 +۲ و7 


01 +۲ و7 0 =+ r‏ 
TO LT = 0‏ 
۱/۸ ۹ 
الحل العام - ( ^ + 595 ۰ بانج ) 


6۲ ظا ۵ = ظتا‎ )۱( 
1 دخ‎ 6۲ + ۲ 
r の + ニ ニ 0۲ - ۲ 8 ںی‎ += ۷ 8 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
T ے‎ 
TO + の ۱ 
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خطوات حل المعادلة المثلثية : 

(۱) اولايجب أن تكون الدالتّ فی الصورة 

جام = م أو جتاه حم أو ظا < م 

واذا لم تکون فى هذه الصورة فانه يجب تحویلها لها 
(۲) تحدید الربعین اللذین تقع فیهما الدالن المثلثيت 
عن طریق قاعدة الاشارات 

(۲) نوجد الزاوین الحادة التى تحقق النسبت المثلثيت 
(1) نستخدم الزوایا ۰۰ ۲۱۰۰۱۸۰ ولانستخدم 
الزوایا ۹۰ء 22١‏ لأنها تغیر الدوال الثلثیۃ 


ویراعی الاتی فى حل العادلة : 


إذاكانت فى ۸ 
الریع الاول = 
۰ +6 


|ذا کانت‌فی 
الریع الثانى = 
0-۰ 


۳۱۰ ۰۰ 


إذاكانت فى 
الربع الثالث = 
۰ + 80 


الريع الرابع > 
0-۰ 


مثال | : كانت ظا 0 = ۱ آوجد قيم0 المکنن 


حيث 0 د ]۰۰ 7۲ [ 


الل 
ظام = ۱ 
0 الحادة = ظا" ۱ > ه) 

لل عندما تكون فى الربع الاول 0 = ۰ + ۵¿ = هج 
8 عنما تكون فی الرع الثالث 6 = ۱۸۰ + ه؛ = ۲۲۵ 


ظا موجبۃ فی الریع الاول والثالث 


OG‏ ۷ : أوجد مجموعة حل المعادلات المثلثیة الاتية 
٤ )۱(‏ جتاا = لاس د [ ۲۰۰ 7 ] 
نو ۷س د [ 71۰۰ ] 

(۲) جا س -جاس ١‏ - ۰ ۷ س د [ ۲۰۰ 7 ] 
(4)) جاس + ۰۰-2۳ 2 جتاس = ۰۱س د [ ۲۰۰ 7 ] 
6( قاس + ؟ جتاس = ۲ 


・= ミ パー の ؛ جتا!‎ )۱( 


سے إجتا' س = ۲ 


[7 1 1 1 11 1 1 25522985 


لوبیتال فى الرياضيات 
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| حاصل الجمع : 
| (۹۰+ س)+ (س - ۲۰) = +٩۰‏ و7 
؟ س + 1۰ < TO + ٩۰‏ 
ا عندمان = ۰ سے )اس + 21۰ ٩۰‏ 
کیو وس ہت 

(۱) 


[ ۲س = ۲۰ .۰ س تح ۱۵ 

| 

۲ 8 عندمان<۱ سے اس + 21۱۰ ۹۰+ ۱۸۰ 
| ۲س + 1۰ < ۲۷۰ کے ۲ س = 1۰-۲۷۰ 
آس - ۲۱۰ ۰ س > ۱۰۵ (いり‏ 


۱ 

| 3 عندمان <۲ سے ؟س + 1۰0 = ۹۰ ٢٢+‏ 
1 س +1 = 20۰ ے اس < 2-1846 ۳۱۰ 
ا س = ۰ . س = ۱۵۵ س (۲) 

۱ 


١ق‏ عندمان <۲ ے اس + ۰٠ے‏ ۹۰+ ۵۰۱ 

| ]س + 21۰ 1۲۰ ے٢‏ س = 21۰-1۲۰ ۵۷۰ 
۲۱ س = ۵۷۰ .۰ س = ۲۸۵ 

۱ ولکنها لا تحقق الشروط حيث ۰ < س < ۱۸۰ 


!| حاصل الجمع : 

| + س س + ١؟-‏ ۲۹۰+ 7 

TO +٩۰ -‏ وهذا غير صحیح ریاضیا 
“.ماج 2 ( ۱۵ ۰ ۱۰۵ ۰ ۱۵۵ ) 


ادت ی 

إذاكائت جام = فان يتطرق فى أذهاننا مباشرة أن 
91 = 

| بالرغم من أن جا ۰ = 7 ایضا ولکننا نحبذ التعامل 
| دائما مع الزاويت الحادة 

| لذافإنه عندما تکون جا( = سم 9 = ۲۰ ۱۵۰ 
أ كيف جاءت الزاویخ ۱۵۰ : 

| جا دالج مثلثيت موجبة فى الریع الاول والثانی والزوایا 
| الحوریۃ على الحور س هي ۰ ۰ ۱۸۰ 

| والزاویۃ الاساسی التی تجعل جا 6 ーー‏ هی ۵ = ۲۰ 
| فیکون الحل العام للمعادلت 

| 0 = ۰+ ۲۰-۲۰ لن جا موجبّ فى الریع الاول 
の‏ = 2۲۰-۱۸۰ ۱۵۰ لن جا موجبن فی الریع الثانی 


عندما جاس ٠١‏ 
.س = ۹۰ EY‏ زاوي محوریۃ 
عندما جا س =  -‏ 
نفرض أن 6 زاویۃ حادة وأن جا 6 = < 
で = リト =6‏ 

N 
(سالبة)‎ ・> ニ ーー の は ولکن‎ 
ッ oT 
٠ س تقع فی الریع الثالث والرابع‎ ۰ 
فى الریع الثالث : فی الریع الرابع‎ 
۲٢٣٢-٣٣٢ = س = ۱۸۰+ ۲۰ 2< ۲۱۰ س‎ 
) ۲۲۱ ۰۲۷۰ “مج = یف‎ 
۲ جتاس<‎ t+ قاس‎ (6) 
سے + جتاس < ۲ × جتا س‎ 

جنا س) 
٢ + ١‏ جتا" س = اجتا س 
سے جتااس -۲جتاس ١+‏ = ۰ 
(جتاس-۱) ()جتاس - ١‏ ) = ۰ 

جتاس =۱ جا ーー の‏ 
عندما جتا س = ۱ : 
سے ۲۳۰۰ الأنها زاوية محورية 
عندما جتا س = | : 

۲ 
نفرض أن 6 زاوي حادة وأنجتا 0 > 

a= ۵‏ = 
1 
لکن جتا ۵ =| > ۰ موجبة 
س تقع فى الریع الاول والرابع 

فی الریع الاول : فى الربع الرابع : 
س =0 =1 س <۲۱۰- 9 ミニ トー パ い = ニ の‏ ۳۰۰ 


م۰ ۲۰۰۰۱۰۰۳۰۰۰ ] 


لوبیتال فى الریاضیات 
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کک کک ہے ےج کے کے‎ 
۱ 
+= سرت‎ つ = の Cs | 
۲ 1 % ۱ 
۳ 1 ۱ 
۱ 
وہ 2 = 1 اھ‎ | 
5 ۱ 
© ソ : ولكن‎ | 
۱ 
اجا س= ا >. موجبہ جا سط 7 < . سالب‎ 
۱ 
۱ 


1 فی الریع الاول فى الربع الثانی : 
رل ویر رہ س = 1۰-۱۸۰ < ۱۲۰۱ 
| فى الریع الرابع فى الریع الثالث : 


س = ۱۸۰ + 21۰ ۲۱ 


)۲۰۰ ۰ ۲:۰ ۰ ۱۰ ۰۱۰( ۶ Tel 
| 


اا) ظا" 5 ۱ حم 
لقيش تسس 


| حه‌ظااسن - ظاس = ٠‏ ظاس (ظاأ'س-١)-.‏ 
| سے ظاس ( ظا س +۱) (ظا س -۰<)۱ 
| ظا = 
۱ 


¢ ظاس = ۱ ¢ ظاس = ١‏ 


أولا عندما ظاس = ٠‏ 
.س = ۲۱۰۰۱۸۰۱۰۰ لأنها زوایا محوریت 


1 ثانیاعندما ظاس = ١+‏ 

| نفرض أن 0 زاویۃ حادة وان ظا ١-6‏ 
.0 ظا ١‏ ع 4۵ 
| ولکن : 

اظا س ١-‏ > ۰ موجیم 


۰ س فى الریع الاول والثالث [۰۰س فی الريع الثانی والرابع 


© | © 
© | © 
ظا س = -۱ > سالبۃ 


ا س = 1۵-۱۸۰ <۱۲۵ 
| فى الريع الثالث: فى الريع الرابع : 
の |‏ = +0 =0 س <۲۱۰ ء)؛ = ۲۱۵ 


{flo < ۲۲۵ ۰ ۱۲۵ ۰ 4۵ ( = "مج‎ 


(۲) ؟جا" س -جاس ۱ < ۰ 
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7 ا الا ااا اققا TERE‏ 
۱ یم لبیانی للدوال ba‏ (۱) مدى الدالہ هوالفترة [ - ۱۰۱ ] 
(۲) مجال الدال‌هو ح 


)0 اولا الدالة و (س) = の は‏ (۲) الدالہ دوریم ودورتها 711۲ 


| معرفت منحنی الدالت جاس نستعرض الجد ول التالی 


ىق 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
لت[ ]من ]| إذاكانتالدالةعلىالصورة:(س)-جتابسن | 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


](١( مدىالدالتهو[-‎ )١( سح‎ トト し し Eoil 


と = وكذلك (1) یکون الجال‎ | 
دیس ؟‎ ーー ドド ドモ ーー ゴ 


تدكا 0۵ کا ۵ سد E‏ 


| سس الدالج کالتالی : 


(۲) ثالثا الدالة 5 (س) = 

لمعرفت منحنی الدالت جاس نستعرض الجدول التالی 
اس لا“ 5 lm‏ 
[ء(س)عظاس | こと ょ‏ | غير معرق ]|_| 


اس إا ال ا 
の (の 中‏ | إإغيرمعرف ]| .___ L_ | っ ュー‏ 
| ومن منحنی الدالہ نستنتج ニン‏ أن : فیحکون منحنى الدالہ کالتالی : 
| ۱) مدی الدالة هو الفترة [ -۱۰۱ ] 
۲)مجال الدالة هو ح 

۱ ۳) الدالة دورية ودورتها 7.۲ 


| إذاكانت الدالت على الصورة و (س) -( جاب س 
! (۱) مدی‌الدالن‌هو [ - ۲ ۲۰ ] 


| (۲) یکون الجال = と‏ 

(۲) الدالی دوریۃ ودورتها ー‏ ومن منحنی الدالي يتبين لنا 

١ ۱‏ (۱) مدی الدالجّ > جح 

(て) |‏ ثانیا الدالة ء (س) = جتا の‏ (1) مجال الدالة - ( (ن + 7)2) 
| لمعرفت منحنی الدالن جاس نستعرض الجد ول التالی (۲) الدالۃ دوریۃ ودورتها 7 


س اا کا کان ھتا کنا ھک ھا 


[ ورس)حجس ادا رال را [roost‏ إذاكانت الدالۃ على الصورةو (س)<۱ظاب س 
| وکذ لك (۱) مدی الدالتج 

اس ا اا ااا مت || (۱) مجال ادلی ح - ( (ن+ )١‏ 5 ) 
2 الب ال .الا <جاس<ل 人‏ 


| فيكون منحنی الدالۃ کالتالی : (۲) الدالة دوریۃ ودورتها = 


مثا ١‏ :عين كلا من الجال والدی والدورة لکلا 
من الدوال الاتيت 


(۱) ۶(س) = の は‏ (؟) ۶(س) = ج 
(؟)5 (س) = ظاس )5( و (س) = جاب س 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
(の) 5(6)‏ = ۲جتا؛ءس (۶)۱(س) = ٥ظاس‏ ۱ 


لوبیتال فى الریاضیات 


إذاكان ( بم ۸ قائم الزاوين فى ب فان كلا من 
الزاویتین ١‏ ۰ب حادتین ۱ 


(۱) یکون مقابل للزاویۃ ト‏ 

)۲( يكون مجاورللزاوین م > と‏ 
87 الضلع ١‏ ب 8 الضلع م 
(۱) يكون مقابل للزاوین + يمثل وترالثلث 

١ یکون مجاورللزاويت‎ い ) 


8 
と‏ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
هی دوال تربط اضلاع المثلث وزوایاه وهی جيب الزاويي | 
وجيب تمام الزاوین وظل الزاوین ۱ 
وتسمی بالد وال الاساسيت | 
وكذلك قاطع الزاويت وقاطع تمام الزاوین وظل تمام | 
الزاوی وهی مقلوبات الدوال الاساسيت ۱ 
® وه ۱ 
علافه الدوال المثلية با ثلث القانم | 
إذا کان ١‏ به ۵ قائمالزاویة فىب فان ١‏ ب وترا | 
فى الثلث. ٠‏ ب ٠ب‏ + ضلعا القائمہ ويكون ۱ 
اامقابل ل" باج 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
1 


ا 3 
ودر المثلث | ج 


=١ ظا‎ 


افتانن با 


إذاکان ۸ ١‏ ب قائم الزاویۃ فى ب 
أى أن (の ) び‏ = فان : 
)}2( = (۱ب) '+(بم)' 


© إذا علم الوتر فاننا نريع الضلعین الأخرین 
ونطرحهماونأتی بالجذر 


© ذا غاب الوترفإننا نریع الضلعین الأخرین 
ونجمعهما ونأتی بالجذر 


لوبیتال فى الریاضیات 
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۱ 
۱ك )س( = جاس 
| المجال دح اللمدی<[-۱۰۱] دورتھا < ۲ 7 


۱ 

۱ 

| (۲) ۶(س) = 

سج ہی7 دورتها = ۲ :7 
۱ 


= )(۱ 
tr( こ (3 المجال ج‎ | 


R= ا‎ 


المدی C=‏ 
(؛) و (س)<۲ جاب س 
المجال = ح ed‏ > [ - ۱۰۱ ] 


)6( ۶ (س) = ۲جتا؛ س 

] ۲ ۰ ۲ - [ = المدی‎ と = المجال‎ 
TY 
4 


دورتها = 7۲7 


مد سح رابب > 


! ترريب مثل بیانیا كلا من الدوال الاتین 
(の )5 )۱( ۱‏ < ؟ جاس 
۱ (۲) ۶ (س) = جتا؟ س 
| (۲) و(س) = ظاس 
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۲قتا--۵< ۰ ے #قتام < ه ۱ 


لق 
5 

۱ 

.قتام - ° جام - ۲ 
DO‏ وت 2 5 ۳ وسم | 
من فیثاغورث : ۱ 
م 1 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 


(۱م) ۱(<۲ب) + ae)‏ اسم 
بم = 7 = ٩-۲۵۱‏ ۱۱۷۶ = 


ق ظام 2 = ٤٥‏ ۓ ٢‏ ۓ ١‏ 
4 4 % 3 ۲ 


ee (۱م)‎ ۱ 

مثال ٤‏ : ۱ب م۸ فيه : اب =( دسم 

I= ۱۱۹۷ 2۱: + fol = ۱۲+ は だ 4‏ ب مت ۱۲ سم رسم ۶۱ ل ب م یقطعها فى 5 
آوجد 


(۱) جاب +جتام (۲) ظا(ھ و) 
(۲) بین آن جام + جتام > ١‏ ثم آوجد قیمۃ 


| جاام + جتاأم 
ال یں |(4) أوجد قیمن‌ظاب +۱ ءقا'ب ماذاتلاحظ؛ 
! من فیثاغورث الل 
۱ ل ۳ 
۱ ئ)'ھ (۵ )+ (r)‏ سد میں وو 
٩-۲۵۷ < ۲۲-۲۵۱۷ =r |‏ = ۱۱۷ = . ب ٤٤ھ17٦‏ سم 
と‏ 
: فيثاغورث على ال 
۱ (مم)"' - (5) + (و )۲ 
| ام ۸فیه اب <۲سم » ب مج )سم ( و ,۲1-۲۱۰ = ۳۱-۱۰۰ = )= سم 


|| ل( ) = ۹۰ ° اوجد 


(۱) طول ۱م 


ا 


۱ 


۱ الدوال المثلثيي للزاويت إ 5 5 
[(۲) الدوال الثلثیۃ للزاويت م (1) ظا(م ( و) = = ۰,۵ 
の !‏ 77 (۲) جام + جتام Eh‏ 
| > ھا ه اوه 
فى الثلث المقابل ‏ , ٤‏ سم قيمة : جااه + جتاام = ( - )+( EE‏ 
| وباستخدام نظریۃ فیثاغورث ٠١٣۰٣ い‏ 
! (۱ه)۱(<۲ب)۲+(به)؟ ب ع = ۱ 
o = ۲۵۷ = +۱۷۶ += 1‏ 7 5 
)٤( ۷ ۷ 7‏ ظاآب +۱ = ( )+ ۱= (*)۲ +۱ 
او جا っ‏ 1 ۲ 
مرو ہے ۳ rt rma‏ 
۱ لمقابل _ ۲ المجاور _ 4 المقابل _ ؟ 5 ۹ ۹ 
ュー ニー =» )۲‏ = = ء ظام - = ー‏ 
مثال ٤‏ : إذاكان ۲قتاه-ه< . ۹ ق ۰ 


يث << ٩۰‏ | :قام ‏ ظا6 
سے ود ثال ۵ : إذاكان トニ = の は‏ حيث 2< و < , 


أوجد جمیع الدوال الثلثین للزاويت 0 
لويبتال فی الرياضيات 
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باستخدام نظریۃ فیثاغورث نوجد الأضلاع الناقصۃ حيث‎ 


۱ 

۱ 

قا( = * سے جا| 2 ظتاب= ب ے ظاب ー‏ ۱ 
۱ 

۱ 

۱ 

۱ قیمۃ المقدار‎ ۰ 
| ی ا‎ 
| 0 _ A+19 ے‎ je - エメ ー ニ 
| 16 Te 9 
| 


مثا ۸: إذاكانت : 


0 جاب + ۲4 = ۰ حيث ب أصغر زاوية موجبة 
وظام + ۱۲ = ۰ حيث م أكبر زاویۃ موجبن 


[ ۲۱۰۰] مد‎ V 

آوجد قیمن : 

(۱) قتا (۱۸۰+ب) ظتا(۹۰-ھ) - قا(۲۱۰+ب) ظا(٢٦٦-ھ)‏ 
(؟) قتا( ۹۰+ ب) ظتا(۲۷۰ جص ) ظا(۲۷۰ -ب) قتا(۲۷۰ +ھ ) 


ひめ 


۲۶ جاب +۲ = ۰ حه جاب = ۔‎ ۵٥ 


۵ 
.*. ب فى الربعین الثالث والرابع 
ولكن ب أصغر زاويتّ موجبۃ 


+ ب فى الریع الثالث 


وظام + ۱۲ = ۰ سے ظام = - ۱۲ 
٥‏ 
٠ھ‏ فى الریعین الثانی والرابع 


ولکن ب أكبر زاوین موجبن .ىه فى الریع الرابع 


(۱) قتا(۱۸۰+ب) ظتا(۹۰-ھ) - قا(۲۳۱۰+ب) ظا(٢٦٦-ھ)‏ 
= - قتاب ظام - قاب (- ظام ) = 


バー س‎ バー (6 一 
کپ(‎ ーー メーーー = 
۵ ۷ ۵ تی‎ 
1۰ 6 ۵ 0 ۵ ۵ 
خر 2۱32 جات بل سح‎ リョ ナリ 1 メーー 
۷ ۲ ۷ ؟‎ ۷ 1 
۸۵ _ ۱۳۰+ ۲۵ ー 
11 ۱ 
متروك للطالب‎ )۲( 


فیس فیس ی ی ی مر ید ید یر تلات ی اتات یمر a‏ سید ید تت ید تت یسور a e‏ تت تت تت e‏ تت e e‏ تت ی تت تت تت سید سید i i i‏ 


لوبیتال فى الریاضیات 


1۴ استخدم نظرین فیثاغورث 7 
۱ 
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5000 ۱ 

| الزاویۃ تقع فى الربع الثانی 
| لأنها تقع‌بین ۹۰ ۱۸۰۰ 

| ومن نظرية فيثاخورث 


اول- ۸-۷ 


٦ - ۸۹۱۸<"‏ = ۲۲۵۷ > ۱۵ سم 


۱ 
۱ وضعت ول = - ۱۵ سم EY‏ على الاتجاه السالب لحور 
| السینات 

ー ۱ 

,جا( = ^ جتاه = ۱۹ ظا( > ۸ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 


۷ ۱۷ ۳ 
قام = ظتا 6 - 


قتا م = 


ol‏ 1 : إذاكانت جتا ーー ニム‏ حیث っ‏ اإعبقر 


| زاويت موجبة , ظا و = 7 حيث 5 أكبر زاوية موجبة 
<٠ |‏ و < ۲۱۰ اوجد: 
ES‏ 
لفل 

۱ 3 جتا م سالب لذافإن م ت تقع فى الريع الثانى او الثالث 
| | ولکن + اصغرزاویۃ موجبة لذا فان م تقع فى الریع 

۱ الثانی 

| 3 ظا و موجبة لذا فان 5 تقع فى الریع الاول او الثالث 

| ولكن 5 هى أكبر زاویۃ موجبة لذا فانها تقع فى الربع 


| مثال ۷: اذا كانت ١‏ ب زاويتين جادتين موجبتين 
أوكان )قا - ه ۰ ١١‏ ظتاب ٥>‏ أوجد قیمہ : 
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(۱) لكي يتشابه مضلعان لا بد من توافرالشرطان 
معا ولايمكن التشابه بتوافرشرط واحد فقط 
فالمعين والریع لا يتشابهان بالرغم من تناسب الاضلاع 
والمستطيل والریع لا يتشابهان بالرغم من تساوي الزوايا 


© المستطيل والریع 
と‏ ۳ 9 
| 
| 
ا | 
اأيتشابه مضلعان لهما نفس العدد من الاضلاع اذا : ثم ص も‏ 
| توفرت الشروط الاتيت بملاحظة الشكلين نجد تساوي الزوايا المتناظرة فى 
| (۱) الزوايا التناظرة متساويت الستطیل والریع ویالرغم من ذلك الشكلين غير 
۱ (۲) الاضلاع المتناظرة متساویہ متشابهين 
| 
| ففى الشكل القابل 1 © الریع والعین 
۱ 3 ۱ 
! ۲ 5 س 9 
| 
av ۱‏ < ; 
会 と |‏ 7 
| 
る Ce ۱‏ 
の ۱‏ ۳ 
| شروط تشابه الضلعین ١‏ ب م و » س ص و ل هي | بملاحظة الشكلين السابقین نجد أن هناك تناسب بين 
۱ الاضلاع ومع ذلك الضلعین غير متشابهین 
| (۱) تناسب‌الاضلاع : 
نے اع ے هر Ask 2.18 2 の‏ (۲) الضلعان التطابقان یکونان متشابهان والعحس 
| س ص صن る‏ 9 لس غير دائما 
! آومعامل التشابه = 
۲) معامل التشابه - 
أ (۲) تساوي الزوایا dest)‏ . اامناظرله اامضلع الثاني 


1 ہہ へ‏ ہی 5 ہے 
احم (ov = ( Nv‏ < لب (= ںہ(صس ( 1ت یات کیت ال امد هن 
۰ )^2 ) = ره( و ) 5 وه( )ا×دں(0 ( فان المضلعان يكونان متطابقان 


| 
| قا وا كانت المضلعات متاشبهه فإنه : زو ) المضلعان المشايهان لثالت پیکونان متشايهان 


| © تتناسب الاضلاع © تتساوي الزوایا (1) کل الضلعات المنتظمة التي لها نفس العدد من 
الاضلاع تکون متشابهت 


| 
| 
| 
۱ (۷) نواتح التشابه هي 

۱ © تساوي الزوایا التناظرة 
۱ © تناسب الاضلاع التناظرة 
| 


الهندسة المسنوية لوبیتال فى الریاضیات 


r ェ ーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーーーーーーーーー ニ ーーーーーーー ニ ーーー ニーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー で 


ایل 
٠‏ المضلع ( وه نہ المضلع اب م 


ومن نواتج التشابه 

(۱) تساوي الزوايا المتناظرة 
(a = (AS‏ 
وهما فى وضع تناظر 

وھ // بم 

(۲) تناظر الاضلاع التناظرة 


وو وه هه ؛ _وه_ هم 


اب بهم ها 
4 وه هم( 
1 0 اه +۵ر۱ 


ーーー ニュ 5 ーー‏ ۷ سس 


(6+A ト | ) x% ニ AI x1 سم‎ 
1+ س 1 ( ه< ) ( ه‎ 
1 2۵ ۲ < 一 هع<1‎ )-ھ17٦‎ 


هک اسم 


Ob‏ ۲ : فی الشكل القابل 
۸ وب ام ょ ント A‏ ・ نو( ٠١‏ ب(م) < 
۱ 


آثبت أن (5 لبه ء وإذاكان ب <۸ سم 
> هب < سم آوجد طول ب 5 


(فل 


٠‏ ۵وب نہ ۸ب م 
ومن نواتج التشابه 


(۱) تساوي الزوایا المتناظرة 
(<ب ۶ ۱) = وه(دب ۱م) = 


… ( و لدبم 


لوبيتال فى الرياضيات 
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۱ (۸) معامل التشابه 
| معامل انتشابه هو النسبت بین ای ضلعین متناظرین فى 
| الضلعین اوالنسیت بین محيطي الضلعین 

| 5 5 طول ای ضلع فى الضلع الاول 
en du‏ 

محيط الضلع الاول 


ETE 


1 
1 
1 
| 
۱ 
dsl‏ ۱ فی الشکل القابل 
إالضلع ( بهم 5 ~ الضلع س bb‏ 


|( ب <1سم » ب مج = سم » مو = ٩‏ سم 


E‏ سم 
۱۰ 


| 

| 

| 

| 

۱ 

| 

| 

と‏ اسم 

| 

۱ 

.ال 

| 

1 ےر ہے EN‏ 
کک اب _ る と‏ _ هو _ 
ا も oe ee‏ و - 
۱ 

| 

| 

۱ 

۱ 

| 

| 

۱ 

۱ 

| 

| 

۱ 


بے ہے گے ۳ 
も oe ey‏ ۵ وس 
ے ١ _ Wox1‏ 
س ص = = -؟ سم = ۲,۲۲ سم 


Ob‏ الشكل المقابل 


أذ م وه ۸ (بم 


'أأثبتأن وه // بم 


|| واذاكان : ۶۱ < )سم > 


الهندسة المستوية 


で mV いい ×٣۰ = 


مثا ۵ : فى الشحکل القایل 

شبه المنحرف | بم و ىہ شبه النحرف س ص も‏ @ 
NEC SNS a‏ 

س ص = ۲۷ سم (CVV‏ = (<م) = ٤۵‏ ° 
أوجد طول ب ۰ سن ومعامل‌التشابه 

وأوجد محيط المضلع س ص ら も‏ 


۳ 
34 ھ اسم う‏ ھ 

نرسم (ه لاب مھ وو لدبم 

(ه// ور ۰ 5// هو 

۰ مهو و مستطیل .. ( و < هو < سم 

یه (ب)< ںھ)- 1۵ ۰ ره( ب ۱۵۸)< ر (موو)< ٩۰‏ 

*. شبه النحرف ( به 5 متساوي الساقین ( ب 2 م و 

۰ ۵ به <۸ وهو وکلاهما متساویا الساقین 

دب هد ومع 2-11 دوسم 


من فيثاغورث : ( (١‏ ب)' = いと)‏ + ( ( ه)" 


て V&= パ = ロロ +1 =+ =}‏ 
の‏ شبه المنحرف ( بهم و ىہ شبه النحرف س ص 23 ن 
の‏ به _ هو _ كز ے ۲۷ _ ١‏ 


لوبیتال فى الریاضیات 


“. س ل = الطول = ؟ م = ۲« ۲۰ = 1۰ سم 
ال 8 الیش دع ۳۴ ۲2 ۲۰ < 4۰ سم 
し‏ = الطول ax‏ 


سص Ob も oe‏ وس نس 
x 人‏ 

وس = = 

س = 


EE Waled_elgarhy_____ 
تناظر الاضلاع التناظرة‎ )۲( ۱ 

اہر ىك کا او سے es‏ ۸ ۱و 

| اب بد ها A‏ بم 1 


| نلاحظ عدم وجود نسبت معلومت بالتالی يجب | یجاد 
| الضلع به باستخدام فیثاغورث 

۱ فى ال ۸ به القائم فى إ 

(と ) = な る ) |‏ +( ه)" 
=Y+14 = ۸‏ 


۱۰< ۰ 


ہے = 


وبالتعویض عن قیمة به فى نواتج التناسب 
کب 人‏ او م ۶+ _ ۸ _ ۶۱ 
A‏ بم 1 ۸ ۱۰ 1 
人 x 人‏ 
ب 5 < 0 سم 


×۸ 
(= ニー ニタ 『 


مثال ٤‏ : فى الشكل القابل 

مستطيلان متشابهان بعدا الاول / سم » ۱۲ سم 
۰ ومحیط الثاني ۲۰۰ سم ۰ أوجد طول وعرض 
| الستطیل الثاني ومساحته 


قل 


۱ يتشابه المستطيلان إذا تناسب ب طول وعرض احدهما مع 
| نظائرهما فى الاخر 


و با 
ال سد 
| 

| ب ム‏ 
ا 8 


٠‏ المستطيل る な ント‏ المستطیل س ص © ل 
| من نواتج التشابه : 
| (۱) تناسب الاضلاع المتناظرة : 


| سل _ 50 _ 5ص _ صس سل _ 50 
ا ¢ وم هب ب( ۲ A‏ 
سے هسل -5م ・9 も‏ =( 


も 9‏ 
ومحیط い =9 る oz‏ ( 
س ل + ل 5 = نصف الحیط = ۱۰۰ 

حم وم = ۱۰۰ 


الهندسة الستویة 


ترریبات على تشابه (لضلعات 

() مستطیل بعداه ۱۰سم » ٦سم‏ آوچد محیط 
ومساحن مستطیل اخر مشابه له إذا كان معامل 
التشابه = ؛ 

() إذا كان الضلع ١‏ به 5 - الضلع س ب 5 ص 
فاثبت أن س ص // ١‏ 5 وإذاكان محيط المضلع 

| بم ۶ = ۱ سم ومحيط الشكل س ب 5 ص 

٠١ =‏ سم طول س ب = ۲ سم فأوجد طول ( ب 


5 


(۱) یتشابه المستطیلان اذا ii‏ 


)(( يتشابه المربعان اذا 
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سے م = اا = ۲+1 ۳۷ سم 


1 
| 
ای ضلع من الضلم الاول 
ا ® معامل ہیں ے کے من سے ا 
| ۱ الضلع الناظر له من الضلع الثاني 
Vt 5 |‏ = 
バ V‏ 
| اي شام التاظر لی الضلع الفادی 
| 
Tle _ て VkT)T+T ۲۱۷۸+۸ |‏ 
+٤ ٣۲‏ 4 كك 
| ی ۷ 
+۷ =4 
1 ۳ 
| 
| 
| 
| 
| 


| الستطیل الذهي 


| هو مستطیل يمكن تقسیمه الى مربع ومستطیل 
| يشبه الستطیل الاصلی بشرط ان یکون طوله اصغر 
| 
النسبة الذهبية 
| هي النسبنّ بین طول الستطیل الذهبي وعرضه وهي تفکیر ناقد 
! تساوي ۱3۱۸ 
ایجاد النسبة الذهبية 
فی الشکل القابل 
5 
/ 
س - ۱ 
と‏ + ^ 


لوبیتال فى الریاضیات 


جح سه لله 

ムン 【‏ 5 مستطيل طوله اصغرمن ضعف عرضه 
ونفرض ان عرضه > ١‏ سم وان طوله س 
المستطيل ( ب هن سم المستطيل به و ( 
et‏ جد 
يعم مهو س ١‏ 


الهندسة المستوية 
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۳ 
اھ ーーーーーー ニ ニー ニー ニ‏ 
اتشایه الثلثات ーーーーーーーーーーーー‏ 
| 2 0 صھ, 
| تشا ۱ ففى الشکل الغا هه تسه 
تشايه التلثات حالۃ خاصة من تتا إذا كان : بل: ,دجو 
| ولكن لكي يتشابه | E RE E‏ دص = 
شروط تشابه مضا 7 لان فان شروط ذلك اقل 5 る ヽ‏ = | 
| ولتشابه の‏ 2 فاذ | 
۱ به مسلمات ونظريات ونت نه یکون | 
۱ ت ونتائج نسردها فیما یلی と‏ 
یما نے ム A‏ 
|الحالة الاولی لتشا ۳۹ س ص نہ۵ ( بم ١‏ ۱ 
| به 1 ذلك لأن 
مسلمة ‏ | 
| ایتشابه اللثلثان إذا تطابقت 2 5 ۱ ۱ 
خر < 
| إذا إذا و کے ー‏ ۱ 
تطابقت زوایا مثل* الث RA‏ 2 
| ہمت رواي مثلث A {a‏ 4 < ري حد ضلا كله 
اليد متشابهان ایت مكلت وخر ہت or‏ خرن وی الس میس سے | 
: “احص مش ا یمین الحاملين | 
نی الشکل اقا وذلك بسبب انه تتسا - نت ۱ 
۱ بل : الاخربسیب التواز وي زوایا الثلث الاول مع ز ۱ 
| فى زا بب التوازي والتقابل بالرأ ld‏ | 
ا زاوی EO sll‏ والاشتراك | 
| 00 ۱ 
CE の ۱‏ ۱ 
| 
۱ 
| ب ۱ 
5 م 
/ ذا کان Ce‏ 5 | 
اوه(ج)< Do ۰ @)v‏ ۱ 
1 و( ^ وه ( ۲ ( へ ーー‏ ۱ 
| م) = وه( の ) ソ る‏ ( | 
۸.۰۱ ( ) | 
۱ب ھ ہ۵ س (deai,‏ | 
۱ همه ا٥‏ 5 4 ds, “ る‏ ( 31 
| نتيجة ۱ فى شفل (۱) ۱ 
| تت ۱ 
۱ 1 ھ // ه 5 › ۱ < 
١ 0 92 (と ) 608 7‏ | م قاطعين لهما ۱ 
へ‏ 3( مو | 
نه اذا تطابقت زاويتان 3 ソ Fw‏ ) 3( بالتبادل | 
2 ×5 ہیا ۰ 3 SS‏ ۱ 
لت اش متش و ناف هم دعر ۱ 
۱ بالتالی لاثبات تشابه ی خر وه( <۶ ( ه) = وه (<ب ٢‏ | 
| | زاویت を 5 3 » |» A‏ = م بالتقا 
۱ انش مقت مع ا فى شل (۲) 2۵ 
کر کہ موجه ۱ 
1 1 و と‏ , 7 ۱ 
دیع = (GN‏ م قاطعین لهما ۱ 
三 (RA) <‏ ۳۹ بالتناظر 
| ۰< | ه) بالتناظر | 
در 7 __ سو ۱ 
ا ان اس 9٠‏ رس هد ムン A‏ | 
سسوھو کت 
| 


الهد 
لهندسه الستویة 
لويبتال فى الرياضيات 


(۱) يتشابه الثلثان القائمي الزاویۃ إذا تطابق فى 
احدهما زاويي حادة مع اخري فى المثلث الاخر 

(؟) يتشابه المثلثان المتساويا الساقين اذا تطابق فى 
احدهما زاوي مع نظيرتها فی الاخر 


(؟) تتشابه المثلثات التساویم الاضلاع دائما دون 
شروط وذلك لتحفق الشروط تلقائیا 


حالات تساوي الروایا 
(۱) قطع مستقیم لضلعین فى مثلث موازیا الاخر 
وهو نتيجي رقم ؟ على الحال الاولی 
فى الشكل القابل : 
إذاكان 5ه // بم 
“.5 (هو م ۸ ۱إ بھ 


5 5 } 
۹ ه 5 
3 م ب مم 


وذلك بسبب التوازي فتتساوي الزوايا بالتبادل او 
التناظر 

(۲) إذا تقاطع وتران داخل دائرة 

(2 86 بو 1ئ 


يكون ۸ ( © م ۸ ۶ ۲ب 
و 
۲ 


A 

と っ محیطیتان مشترکتان‌فی‎ ٤< (< ۰ 
(S$) ジワ = )۱<( یا‎ 

“اھ + لاب محیطیتان مشترکتان‌فی SP‏ 
)= وه(<ب) 


لوبیتال فى الریاضیات 
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| يشبه المثلث الاصلي 

| 

| ففي الشكل القابل :- 

۱ ۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

7 0 と 
اذا کان ى(ب7م)- 2۹۰ وان ۶۱ ا یم‎ | 
: فان‎ | 


! وه(ب 7ھ) = وه(ب۶ ۱) = وه(م۶ ۱) = ٩۰‏ 
| <ب‌تتمم دب ۱ 

۶ ۶ھ تتمم اب‎ < 
ミー ンマ ーー 


1 

1 

1 

| 

| بء تتم دیاھٹ 
| كام تتمم دی ام 

۱ ے اھ = كاب ( 5 
1 

1 

۱ 


-: یکون‎ ٠ 
| اب ہ۵٤ھی دشاب ه‎ 
ومن نواتج تشابه الثلث‎ | 
أذب(و-4(مو‎ 
x = 「( ) او _ بو‎ と 
5 هو ۱و حه ( ( ۶) = مه و ۲ب‎ っ | 
۳ ج و ابه‎ ( ۸ 
اه ها ا5‎ 


ーー 【‏ 
ےھ ھا کے )|[ ょ‏ ( <ب م ۷ مج و 


>( او _ بو 5 
ضف خر ا حه ) 「 (と‏ <ب هللابو 


5 トメ る と = ムキ メ と 『 سے‎ 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
! ۸ب!و ہ ۵۸ب ھا 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
る る ۰ ۱‏ باب چھ مب ۰ 

۱ وهي بنود نظريي اقلیدس وما سبق اثبات هندسي لها 
۱ 

1 


الهندسة الستویة 


بثال ۱ : ١‏ بد۸ فيه و داب هدام 
0 ه // بم » ب و )راسم » ( ه < ]سم 
( مج < )سم » و ه 2 راسم 

(۱) آثبت أن ۸ ۶ هب۸ بم 
(۲) أوجد طول کلامن ( ۶ » ب م 


.۰ وه // بي ١ب‏ ۰ (هم قاطعین‌لهما 
> وه( ( ۶ ه) (Y=‏ بالتناظر 
۰ وه( ( ه ۶) = وه(<م) بالتناظر 


۰ هم لم اب م 


ومن نواتج التشابه 
)١(‏ تناسب الاضلاع 
ARE‏ کے ے ے٣‏ 
اي ٣ھ‏ بم (و+۲ر۱ 4 ムン‏ 
اک سم و ۱۲و <۲1 
f+}‏ 4 
4 ۲-۱( 5 <۲۱ سے (مو 2 [,؟ سم 
IX ۶۲ ۲‏ 
ーー‏ = نے .ہی 
مت سو ر۵ سم 


ٹوبیتال فى الرياضيات 
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{C= هی‎ N of 
ب) بالتقابل بالراس‎ 2 ۶( = (AD ウー 


(۲) إذا تقاطع وتران خارج الدائرة 
TAC‏ 1۳۱ 
يكون ۸ ۲ب و ہ۵ مه ( 


< ۲ ب 5 خارجة عن الرباعي الدائري | ムン‏ 5 
<( = )4( 
احداهما خارجۃ والاخري داخلن مقابلۃ للمجاورة لها 
< © 5 ب خارجة عن الرباعي الدائري ( ب + و 


(Y= (CS) <‏ 
احداهما خارجت والاخري داخلت مقابلت للمجاورة لها 


| (4) إذا تقاطع مماس ووتر خارج الدائرة 
اب م ہ۴۲۴ <() 

| 

ايكون ۵ © ۱ج ۵ ۲ ب | 


” ۳ مماس للدائرة عند ۰۱( م وترا فيها 
۰ ره( (م) = وه( <ب) 
مماسيت ومحیطیة مشترکتان کے نفس القوس ۰( © 


الهندسة المستوية 
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مثال ۲ : ۱ب ھ مثلث قائم الزاوین‌فی |( 
رسم 57 ل بهم لیقطعه فى 5 اذا کان 
بو !ا 


۰ ۲۷71-۶۱ اوجد طول کلامن 


۰ اب ام 


た ۳ と 
و کڈ ے لك .61828 و‎ 
۲ وم‎ 
لدب (م) ×۹۰ ۰و1 بم‎ 
وب لح ۸ و (م نہ۸ (يوم‎ ۰ 


ومن نواتج التشابه المثلثين ۸ ۶ب ۸۰۱ ム ト‏ 


)١(‏ تناسب الاضلاع 
772707 
وا (م هو و( مو 


ے ((ؤ)'- وبلامو 


=x ۱= (V1) 
1= ۲۷۸۶ س۶۲ سے ۳۱۶۲۲ حه‎ ۲ 
نت اتم ۰ 5 ۲2۵ ۲2۶۳ 21 ۱۲سم‎ 


ومن نواتج التشابه الثلئین SA‏ ۸-۱ ۱ب مج 
ينتج أن ( | (と‏ - ب و ×بھ 
= ۱۸۲ > ۱۰۸ 


ے ١ب‏ ء ۱۰۸۷ء ۲۷۱ 


ومن نواتج التشابه الثلئین ۶۸ ۱ج ۵۸ بج 
ينتج أن ( | م)' - م و ×بھ 
> ۱۲ * ۱۸ < ۲۱۱ 


+V1= ۷ ニム 【 


لوبیتال فى الریاضیات 
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ا جا و ج ا ت فح ا متم 
آثبت أن ۸ ( ۶ھ سم ۸ ھپھ 


ثم أوجد طول مه 


:.< ھب م خارجة عن الرباعي الدائري ( بم و 
۰ وه(<دهب م) = ر( < م) 
إحداهما خارجة والاخري داخلة مقابلة للمجاورة لها 
هب مج ۸ هو ( 
وه(دذهب م) = (けさ) ソ‏ 
< ه مشترڪت 


| ومن نواتج التشابه 

1 (۱) تناسب الاضلاع 

اھب بم هم 7 ゃ と‏ 2 هه 
هو وم هم مهبلا وم ٠١‏ 


مه ( مه +۷) 1-2 > ٠١‏ 

(مه)' +لامه = 1۰ 

ょ っ )‏ ( +لامه 1ع 
( ج ه - 6( ) Y+ ふ ム‏ ) <ه 


ه < ۵ سم d‏ مه = ۷ مرفوض 


الهندسة الستویة 


ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー で で 


ir ۲ 75 0 9‏ 
مماسیة ومحیطیۃ مشتركتان فى نفس القوس ( ب 


VY‏ وب ۱) = ره( 2( إثبات 


Www.lopitalmath.com Waled_elgarhy 


مثا ٤‏ : فی الشكل القابل ひめ‏ 0 


と る で‏ مماس للداثرة عند ب » ۱ ب وتر 
SU <‏ وب ) = وه( <م) 


.اھ وب ٢‏ ۰ و هب 


یں(دوھ) < وه( <م) ۱۰ ۶ < )سم » 


هته ۰ 5 ه < 1 )هم < ۲ 
ne 9 ۱‏ 4 وب ہ۵ وهب 


أوجد طول كلا من وب ۰ بم 


1 
1 
1 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
ドー] * ۱‏ ۰ “ ۶ 
۱ فيهما < و مشترکه 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 


ومن نوات التشابه المثلثين 
ひめ‏ (۱) تناسب الاضلاع 
الى م وه ۸ دب ۶ _ با _ ۶ا ے ۶ب _ ۶ا 
ر( ۶ه) = ر( <ه) معطي و د امن 
5 نے (وج)'- و ۱« وه (۵+۱) 2۹۷۱2 ۲۱ 
| قیهم سدع وب ۳۱۷۶ 2 سم 
| 
A.‏ هم ÇAPA‏ 
! ومن نواتج التشابه المثلثين ملموظة 
! (۱) تتاسب‌الاضلاع (۱) إذاتقاطع مماس وقاطع للدائرة خارجها فان 


مریع طول الماس = حاصل ضرب جزئي القاطع 
() إذا تقاطع قاطعان للداثرة خارج الداثرة فان 
حاصل ضرب جزئي القاطع الاول = حاصل ضرب 
جزني القاطع الثاني 


سثال ٦‏ : فی الششكل المقابل 

( ب ىك قائم الزاوین‌فی ۰۱( ۶ لدبم › 
| سثال) ۵ : فى الشكل القابل هلاب ونلام 

|5 > مماس عند ب » 5 م قاطع للدائرة فی »م 

| على الترتيب أثبت أن : ۶۸ ب ( ۸ 5 همدب 


|واذاکان 5 - سم (م- ه سم , 


أوجد طول 5 ب 


2 


افك ان مساحن الستطیل ۱ ه و ن 


حاف ف ان ن 


الهندسة المسنوية لوبیتال فى الریاضیات 


الحالة الثانية لتشابه مثلثين 
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٩=) る) の =(1 SY و لبم‎ × 


أى آنه يتشابه المثلثان إذا تناسبت أطوال اضلاعهما 
المتناظرة 


فى الشكل القابل : 


ويجب ملاحظ انه عند ایجاد النسبی بین كل ضلعين 
فاننا نرتب اضلاع المثلث الاول والثاني ثم نقارن بين 
الاضلاع بالتناظر 


مثا ۷ : فى الشكل القابل 

ب »ص ۰ ھ على استقامت واحدة أثبت أن : 

اب <۱۲سم» ۱ ه <ب ص = ۸اسم 

ض ع و اس یس > سم من 
(۱) ۸۵ ۱ ب ےہ ۵ س بص 

(۲) ب ‏ ینصف< ( ب س 


س 
٦‏ 


S 
ےے‎ 
چ‎ 


ٹوبیتال فى الرياضيات 


ب ) = ۰٩۰‏ وهل اب 
aA.‏ ( وله وب 
ومن نواتج التشابه تناسب الاضلاع كالتالى 
نیہ = 5 اس هو 

هو وب هب 
一‏ < (هع)۲ < ه ۱ <هب 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ «و- V‏ ھ | × هب ل )١(‏ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


(1۵5۰ "ニテ (42 タ 1 بی(‎ 


.۸ نھ و ذان و ۲ 
ومن نواتج التشابه تناسب الاضلا ع کالتالی 


وه _ هو _ 5۵ 
Po ۲۶ ۵‏ 
ے )56( Iox^6=‏ 


ن 5 < ۷ نم × ن ۱ (りーー‏ 


| من (۱) ۰ (۲) نجد آن: 
| مساحخ الستطیل ۱ ه و نع ه و ان 5 


دمأ ه »ا هي × !ن*<ن ム‏ 


الهندسة المستوية 


© ر( () دن( )= كا دوه 
۰ لب مه 

۵ وب( | (る‏ < وه(ب۳ و) 

8 ر( بئ) = وه( و) بالجمع 

و( ۱ ۶) + ر( 4 ۶) = ر (ب ۴ ھ) 
"< وه( جب (م) = °4 


r ェ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー で で 


لوبیتال فى الریاضیات 


۲ ٩ の と LN Wo oo , ۲ 


Waled_elgarhy_____‏ چو وج ٹا 
| 

ひめ! 

| فى ۸ب س ص : 

| ب ص <۱۸سم » س ص = ۲,۵اسم »ب س <۹ سم 

| فی 1 (ب هه : 

اھ ]اسم » ۱/2۵۱ سم ۰ب <۱۲سم 


ا بص _ ۱۸ 


پ‌ه f‏ 4 اه ۸ 4 لاب ( 4 


8 ر( ب هم) = وه(ء + ۱) 
وهما فى وضع تبادل للقاطع さと‏ 
ب // هه 
مثال ٩‏ : ۱ب مثلث › و د بم حيث 
((5)ء بي و« ویب 
پ ۲ م و <ب و ۲ |“ 
آثبت أن : 
(۱) ۸ ۱ب و شمه و ()) 51 と 上‏ ^ 
(۲) وه( جب (م) = °۹۰ 
【 
ب 7 ム‏ 
ム 5 * 5 と = (5| (‏ 
0 2 ۱ وهم 
x $f‏ م( و حي 5 ۷ 5 ۵« حص نت < ت ーー‏ ۱( 
$e‏ و 
へ \ ヽ‏ # 
メタ 5 と = タル メト と‏ اک _() 
بو اب 
من (۱) ء (۲) نجد أن : 
の‏ سے اذ ے۔ برقم ومدق ep‏ 
$e‏ ۶ اب 
ومن نواتج التشابه 


بص ے = بس 
بي لم اب 


1 
1 
1 
| . 
[* 
1 
の と ۱‏ نہ ۸ ( بم 
| ومن نواتج التشابه 

أب( <س بص ) < وه( <۱ب‌ه ( 
| بخ ینصف < اب س 

1 

| 

مثا ۸ : فى الشکل القایل 

| ۱ب مھ ۶ شکل رياعي » ه د ب 5 حیث: 


اتف ات ن 
۱ و な と‏ ` 


|00 2+۶۱ () اب // هه 


1 


ات عه と に‏ 
5( بهلي ۶ اب 
ا ۳ e‏ 
5( بم 5( $e‏ 


. بصم _ وھ هب 
وا اب بو 

۰ھ پھ نہ ۵۸ب 5 ٢‏ 

| ومن نواتج التشابه 

1۱ ی(<ھ بھ) = و( جب و ۱) 
| وهما فى وضع تبادل للقاطع ب 5 


الهندسة الستویة 
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ED) |‏ ۲۲ 
۱ الحالة الثالثة لتشابه مثلثين 

۱ ب <1سم »به = سم د - سم ۳ 

ao‏ <۲سم »وب = هرا سم »ون = اسم نظرية ا 

۱ اذا طابقت زاوی فى مثلث زاوی فى مثلث اخر, 
A )۱( |‏ ۱ب مج ۸ وب‌ن وتناسبت آطوال الاضلاع التی تحتویها هاتان الزاویتان 
۱ (۱) ۸ هن م متساوي الساقین 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

۱ |ذا کان 

る の の の افی ۸ ۶ بن‎ 

= ーー ニー | 

| فان : ۸ 5 ص س سح ۸ هاب‎ : る ント AI 


ر به = ۱۲سم . (م <۸سم »ب l=‏ 
جه _ パ _ ٩‏ . وه _ ۲1۱ , بو _ to‏ ۲ 


۰ وب و ہ۵۸ (ب هب 
ومن نواتج التشابه 
8 ره(بن ) =( ب۵ ) 一‏ (۱) 
بم مؤه = (و) 

)۲(- و»(هدنه)‎ = (86 と) ソー 
: امن (۱) ۰ (۲) نجد أن‎ 
و»(ب 2 ۱) = (دوم)‎ | 


“.نه حت هاه 


الهندسة المسنوية لوبیتال فى الرياضيات 


: هی ه< )سم . له 2 ؟ سم 
: و هو < ۸ سم » به = )سم 
۱ ' اه _ ۲ _ ۱ 
f A‏ ابه 6 © 
f}‏ ) مو <(ه) 
ソ = (と うめ ソー‏ )^^ ) 
.. ۵ب وه ۸۰ب (هم 
وه يه 


فیهما } و( هب) = ى(مه () 
A ۰‏ اجه ۸ب و ده 


مه ー‏ | ه 


ومن نواتج التشابه 


Nw‏ الشكل القابل 


( ب م و شکل رباعي 
مرسوم داخل داثرة تقاطع 


قطراه Af‏ »ب ۶ في ه 


7 بم هھ 
فاذا کان ーー テー‏ 
ム 5 5 と‏ 


آثبت آن : 
(۱) ۸۵ ۱ب ه ح ۸۵ وؤبم 
(0) ب ینصف < (ب م 


ひめ 
و محیطیتان تقابلان القوس ب مھ‎ <6 < 
)١( وه( <و)‎ = )۱<( ۰ 
ه © ه‎ 3 
(0 一 2 ۳ و‎ 
من (۱) ۰ (۲) نجد آن: ۸ اب ه نہ ۸۵۸ 5 بم‎ 
ومن نواتج التشابه‎ 
تساوي الزوايا‎ )۱( 
) ب ه) = وه( <و ب مج‎ ( <( 
“.ب ینصف < (ب م‎ 


و مر و مر 


لوبیتال فى الریاضیات 
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| 
مس٠١‎ -م(٠مس(-ب(ءىمب(:‎ ١١ اما‎ 

| »به = ١)‏ سمءه د ب حیث | (と (= ニュ‏ 

و د بم حيث ب و = )سم 

| (۱) آثبت أن : ۸ ب وه نہ ۸ب ھ واوجد طول 5 هد 


۱ (۲) أثبت أن أن الشكل ١‏ هم و ه رباعي دائري 


ب 
° غ سم و ۸ سم 
افى ا۵1پ‌ه و : پ‌ه<1سم » ب و < سم 
| فى 1 ۸ب م ( : به < ۱۲ سم » ب | = سم 
| 
っ と‏ 1 ) بو +۱ 
جيه ۱ ۲ ابم لم ۲ 


+ اھ ب وه ۰ ۵ب ھ 


بو 
بم 


۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

| 

۱ 

۱ - 
۱ ۳ ۳7 
افيهما حب مشترکت 
۱ 

۱ 

| 

۱ 


< ۸ب و ه نہ۸ ب (هم 


ب ۵ 


| ومن نواتج التشابه 
と ۱‏ 

۱ 9 وه(ب؟ ه) =( ب۴ھ) 

| إحداهما خارجت والاخري داخلت مقابلۃ للمجاورة لها 
۰ هو م شکل رباعي دائري 


مثا ۱۲ : فى الشکل القابل ۱ 
اب مو = (ه) وکان 

こと の こい ニス 【‏ ءاسم 
¢ ماه = سم » ه 5 < ۸ سم 


إذا كان ( م = ه سم أوجد طول ب 5 


الهندسة المستوية 
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1 0 نا ا ا نا ےپ سے 
- _ ج د ت ت ت د ت ت کد ت دت ت د د م 
٠١ Oi‏ : فى الشکل القابل 
کی هی اه یی سے اد و ۱ 
٩5 »‏ ب 2 6 = = ۱ 
و به = ۱۲ سم ؛ ‏ هر < ۱۰ سم ۱ 
| ۰ علمنا سانقا ان الہ 6 し > 1 e‏ ۰ ا ۰ ۱ 
ا من ۸ مب و وأوجد م 5 o‏ ممتناظرین او 0 | 
トー 3 3‏ 7 بد ۰ eee CA‏ ) ¢ | = 

0( آثبت أن حب مماست للدائرة المارة التشابه 0 ۱ 
۱ 1 ۱ 
۱ والان سنتعرف على النسبة بین مساحتي مضلعین ۱ 
| 598 7 5 جیب حم ۱ 
۱ فى الشکل القابل 
SI + | 6 ۱‏ ۱ 
۱ |بھ؛ س ص 5 مثلثین قائمي الزاوين‌في ب “ص | 
| وهما مثلثین متشایهین 7 
۱ ۱ | 
۱ 
لل アァ‏ 3 
افی الى هب و : 8 ر | 
افی ال۸ ب ما: ص る‏ ۱ 
| = 1 ہے اسم ۱ 
٦ب‏ سم ۰ ب م = ۱۲ سم ۸ (بم ۸ س ص る‏ ۱ 
| هب ۱ ۲ يپ 4 ٢۲‏ 
| } ا وب بهم هلم ۱ ۱ 
۱ ۱ ؛ n aE TE ET ee‏ ۱ 
e‏ ۱ 
と へ |‏ مشترکم 
と っ ۲‏ _ بو ۴ 1 ۷٢×۴ ニン トメ な と メー ニム と‏ <1سم' ا 
| فیهما بے 2 マ ۲ ۲ u‏ ۲ = [ سم | 
x=‏ سا = ۱ 

أ ۵ ۱ب هب شهب ۶ صا © × ص س eT‏ 
«e ۱‏ »« | مھ ٤ھ‏ 1 | ۱ 
| ومن نواتج التشابه ع چ ہو ی ہے 
)١(|‏ تساوي الزوايا ہے سرن ۱ 
۱ = أى أن النسبتَ :مسا e‏ ۸ھ ٭ he‏ ٭ سس ۱ 
le‏ = وه( <ب ھو) کے ور تخت مظان ۱ 
11 هب مماست للدائرة الارة بروؤس ۸ ( 5 م التشابه " ١‏ بث ست 
| ۱ 
۱ 
۱ ۱ 
۱ | 
| ۱ 
۱ 
| ۱ 
۱ 
| ۱ 
۱ 
| ۱ 
۱ | 
| ۱ 
۱ 
| ۱ 
۱ 
۱ ۱ 
| سس ار | 
۳ 7 ا 


الهندسة الستویة 
الاو ٹوبیتال فی الریاضیات 
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A‏ رت نات 


5 // بد ویقطع اب فی و (م فی ه فإذا 
ا 
وب 


| 
۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

۱ ' ذا 

۱ هو من 
۱ با لس مساحه سطح الشکل 5 ب م ه 
| 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 


ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーー ニー ニー ニー ニー ニー ニー ニー ニー ニーー ゴイ 


۴ب ( )۱ ) )۱ - هل 
کا ٦‏ ہا 5 0 ه 
| العمل :ترسم !س 1ب م ١ص‏ لاهن 
| ۱ وه // بم 
ASP A. 5 ۱‏ دل زيم م 
中 A) て 0‏ ه) = ای )" 
と DA て |‏ ^( اب 
A |‏ 3 
۱ ات ہے A‏ 
۱۰ ۵ ۵ 
す‏ س 人‏ مد ا - 1 سما 
۴ .© الشکل ۶ ب همه = ۱1-۱۰۰ = ۸6 سمأ 
ص 6 
HP ۱‏ 
لبرهان مثا ١۸:۱‏ بم فيه !> - - رسمتالدائرة 
٠‏ ۸۵ ابص لا و هن پم ۲ ۱ 
یہ( (v= と‏ المارة برؤؤسه » من نقطى ب رسم الماس لهذه الداثرة 
۱ 59 توي ل روه ا سين 
8 اک کے )١( 一 一‏ فقطع ۲ 2 فى ه اثبت أن : Ar‏ | 


٠.‏ و( ) = ر( ) = ۹۰ وه(+) <وب(ه) 
۰۰ پس نہ۸ و ه ص) 


بالتعم نض م* ۲ 5 ب 2 مماس للداثرة عند お ぅ ふと < と‏ فیها 

(X= (aa). می بی‎ 

(El) = を | ×‏ | احدامما مماسیۃ والاخری محيطية مشترکتان فی نفس القوس 
5 :5 ۰ ۵ هب ب ۵ھ ( ب 


= رر ہے رخا کس تی 
Ma‏ 


۳ھ ے と‏ ^。 اس ے اب 
۳ھ ن ھن ص وه 


0 
م 
۱ 
と‏ 
ww‏ 
| س س سے سے سے سے سے س سے سے س س س سے سی سے سی سے سے سے سے سے سے س سے س س س سے س س س س س ee hh hh‏ ا 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
کت 
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ھن إ ~ ۸ب مج م 
۳ ھن( — (el‏ 
۰۶۳۴پھ) م 


فی ال۸ نم : 
إ, ا ےر اف د i‏ 
(PA)‏ (م ۲ % 

سثال) ٩‏ : ( بم ۶ شکل رباعی دائري فيه 


۲۱2 (ھ) ws‏ 05 // ۱ب ویقطع 
بم فى ن اثبت أن : 


(۱) ۸۵ ه ون ~ ۸۵ هم و 
0( ۸۳ هوی) _ ھن 
6(لهمو) ‏ هم 


به 5 رباعي دائري 2<ه ( ب خارجه عند ۲ 
وه( هب ) <وه(۸) سب (۱) 
اب // ون ۰ 5ه قاطع لهما 
سد ی(دھاب) = وه(<ه ون) --(۲) 
من (۱) » (۲) نجد أن : 
(<ھ ون ) = وه( ) 
۰ هون ۸ هم و 


وه(ده ون ) = وه( ) 
فیهما <ه مشترکن 


ا ن 2 2 ن سس سس ہہ ساسع 


لوبیتال فى الریاضیات 


د Wuww.lopitalinath.cOM‏ د 
اه _ te‏ اه _ اه 
اه بم مج( بم 
A‏ نھ » ۵ اهب 
اب _ اه 
۳ مم بم 
فیهما < | مشتزرکن 
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۰۰ ھپھ لاه اب 

۲( ه(ب) ‏ ۱ اب ۰/۶۱۱ ۲ 
(٦ (——) A‏ 5 
۰ (۸ ۵ ۱ب) < ۱۱ ك 


۴ھ ۱ب) = (な ント A)‏ + ۸۵(۲ هب مج ) 
YN‏ = (۱۸بج) + دوك 
۰( ۱ب ج) < ۱۱ ۵ ٩-‏ ل < اك 
۱۸(۳بج) _ الك _ ۷ 
AIT (APA)‏ ۱1 


と 4A) て ۰‏ ^( = وك 


۱ ٦ 


۲ب ۸ حاد الزوایا فيه ى.(<()-.؟5 


اہم ۱۵(۲هه) ‏ ۲ 

` ء(۵٣بم) ‏ ۓ 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ هن ۵ 

| 9 ه 

۱ 

۱ 

۱ 

E 
ム © ۱ 
بجھ لام .هن ل اب‎ 

? ヤ =( と 人 | ) ソ =(A る 61) ソー ز‎ 
هب‎ ۱۸ ۰۵۱ ۸۵ | 

ソ |‏ ) ان مج) ددن( (۱هب) < ۲۹۰ 
| فيهما < مشتركة 

| 

۲ زوم - A‏ اهب 

| ومن نواتج التشابه 

| (۱) تناسب‌الاضلاع 

| اه _ وه _ ۲۵ م اه Il^_‏ 

| اه هب بم اه بم 


الزن اب = إھ < اه 


الهندسة الستویة 
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مثال) أ : فى اشک القابل 

ب۸ فيه س د ( ب بحيث كان ۱ س = ؛ سم 

س ب = 1 سم »ص د ( م بحيثكان ( ص = ۵سم 
a‏ 

(۱) آثبت‌آن : ۸ ( س ص ۸ جب 

(۲) الشکل س به ص رباعي دائري 

(؟) إذاكان ۱۸(۲ س ص) = ۸ سم" أوجد مساح سطح 


الضلع س ب + ص ۱ 


فى ال ۸ س ص :۱ص < سم ۰ (س = )سم 
فى っ と FAT‏ : اب <۱۰سم ۰ (م m=‏ 
١ص‏ _ ۵ اس 1 ۱ 


ات (٠١‏ ۲ ذه م © 
۰ ۸( س‌ص ۸۰ (ههب 


اص ے اس 
اب م 
فسا <( مشترڪت 


۰ ۸س ص ہ۸ هاب 
ومن نواتج التشابه 
© ر( ص) =( <ب) 
إحداهما خارجت والاخري داخلن مقابلۃ للمجاورة لها 
. س ب ص شڪل رباعي دائري 
٠۵۰س‏ ص ہ۵۸ ( مب 


` (ÇAPA) 
ےا‎ 
1 (と ょ 【A) 


27 (مهب) - “۸×٣‏ ۲۲ سم" 
۰( س ب ھص) = 2۸-۷۲۲ 4 سم" 
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۰ ۸ هون نہ ادم و 
هو و۵ دن 
هم $2 هو 
. ۵ هوو) هم هدي دن 
۳ھھو) هو هو هو 
ب هو ہے هو _ هن 

هو هدم هدم 


٭ المثلثات ( ب س ۰ ۱ج » ب + ص متساوية الاضلاع 
۰۰ پس م۸ حبص の ムン へ‏ 


. بس( — 2 ؟ ‏ ب( 
5(۸(۴) ی (AD が‏ )0 
بم i,‏ (ب‌ه)" 
= ہد( 
(る も ^IA) て‏ 8ھ (AD‏ 9 
بجمع (۱) ۰ (۲) : 
(の 『A)‏ 」 ۵(۲بحص) ‏ (اب) ر (ب‌ه)" 
8۸2۸۵۲ ۰ ۱۸۵(۲حق) ((ھ)' (AD‏ 
۳ػ ب س)+ ۸(۲ بحص) _ )【 (と‏ + (ب‌ه)" 
(AD (る も ^IA) て‏ 


۰ | بم ۵ قائم فى ب وبتطبیق فیثاغورث : 

(۱ه)۱(<۲ب) + (ب‌ه)" 

(な の + )+(( . 
(+ھ)'‎ 

۰ ۵(۳ اب س)+ ۵(۳ (eae‏ = 

(54A) 

۰ ۲( ب س )+ ۸(۲ ب ھص ) = ۸(۲ (م ) 


۱ = 


۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
ا (۵بحص) -_ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
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| 

| 

SN ۱ 

| 

۱ 

۱|الضلعان التشابهان یمکن أن ینقسما الى نفس العدد ム‏ © 


من الثلثات التي يشبه كلا منها نظيره 3 
۱ *. المضلع ( به ۶ て‏ الضلم س ص 5 ) 

| إذاكان الضلع | بھی + الضلع س ص ان 0 سح 

۱ ! وأمکن تة تقسیم المضلع الاول الى عدد من المثلثات نظرية 5 

| وأمكن نتقسیم المضلع الثاني الى نفس العدد من 

| الثلثات بنفس التناظر والترتيب للرؤؤس النسبۃ بين مساحتى سطحي مضلعين متشابهين 

| فان مثلثات الضلع الاول تشبه مثلثات المضلع الثاني تساوي مریع النسبت بین طولي اي ضلعين متناظرين 
' فی الشكل القابل فيهما 


} 0 إذاكان ۸ ( ب جح ۸ س ص 5 فان :- 

| 

رہ tA‏ (اب)" _ ed)‏ 
ا と‏ ۳ ۴ س‌ص8) (سص)' (ص5)' (س‌ق)" 
9 ۳ مساح اليم اك پد اهر 
۱ الضلع ( بم 5 - الضلع س ص も‏ 6 مساحت る の ちと の も ooA‏ 
| 4.60 (بهم-_لاسص 5 5 5 

a‏ 1 سن < فى الشكل المقابل: 

| إذا كان ۸۵ ' ب جح ۵ س ص も‏ 

۱ فان النسبہ بين مساحتي المثلثين يساوي مربع النسبہ بین 
ااوالعکس صحيح منصفی زاویتین متناظرتين فيهما اوارتفاعیهما او 

| بشرط التناظر والترتيب متوسطاتيهما من نفس الزاويت 

۱ 


ای انه اذا وجد عدد من الثلثات التشابهه وتم تكوين | | 8 ٦9٢٢٦٠‏ منصفان 
| منها مضلعین بحيث کل مثلثين متشابهین یکونان 


ا(فات الضلعین التشاین یکونان متشابهین 

| فى الشكل المقابل 
4 إ پھ۔ہ ۸ س ص 8 Ss PA・‏ 

‘GD _ (AAC + / ۱ 
س ص5( (س۲)0‎ ۳٣ ١ ۱ 
۱ 

| ص 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 

1 


本 7 に 


۳۴ پھ) _ ‘(SP‏ 
۴س صا 5) (do‏ 
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し‏ 0 ۱ : مضلعان متشابهان النسبت بین طولی 


ضلعین متناظرین فیهما ۲ : ۲ آوجد النسبت بين 
مساحتي سطحیهما وكذلك النسبن بين محیطیهما 


(فل 


مساحة المضلع الاول =) طول ای ضلع فى المضلع الاول / 
مساحة المضلع الثاني طول الضلع المناظر له فى المضلع الثاني 
مساحة المضلع نی ۰۳۳ ۰ و 

© محيط المضلع الاول _ طول اى ضلعفی المضلع الاول _ ۲ 


محيط المضلع الثاني طول الضلع المناظر له فى المضلع الثانی ١‏ 


مثال ؟ : مضلعان متشابهان النسب بين طولي ضلعین 
متناظرين فيهما فيهما ٥ : ٢‏ فاذا كان مجموع 
مساحتي سطحيهما ۱۷۰ سم" أوجد مساح كلا 


“د = (۲)3 = ٩‏ ے م دوك ۳ ۲۵2 لك 
ef‏ ۵ ۵ 
f+‏ 2< ۱۷۰ 
۹ ك +۲۵ ك = ۷۰ ے J)‏ < ۷۰ 
ドニ の‏ = 
2 تم 


مساحت‌الاول = ۱۳ = ۹ ك = ×٩۹‏ ۵= ۵) سم" 
مساح الثاني = ۳, = ۲۵ لے = ۲۵ × ۵ = ۱۲۵ سم" 


TO 
سما وطول أحد اضلاعه ؛ سم وكان طول الضلع‎ 1 


الناظر له فى الضلع الثاني = سم أوجد مساحہ 


۲ے ) )= : سے = × ۱۹1 = )۷۸ سم 


الضلع الثاني 
| 
(فل ] 
مساحة المضلع الاول طول ای ضلع فى المضلع الاول 1 
مساحة المضلم / طول الضلم المناظر له فى المضلع الثاني | 
مساحة المضلع الاولر ے こ ー!41‏ (' | 
مساحة المضلع الثاني て‏ 、 ۸ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
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[8 س 57٠‏ ارتفاعان 
'GD _‏ 
۳س ص8) (سل)"' 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
_ (AE ب‎ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 
| 
all 
| 
| 


(۱) النسبت بین مساحتي سطحي مثلثین متشایهین 
تساوي مریع النسبي بین طولي ای ارتفاعین متناظرین 


1 

«2 bees e ル e ( に الہ وه‎ ۱ 

ee 1 0) ۱‏ ييا ۰ 79 に‏ جم٭ 8 ۰ 
| تساوي مریع النسبہ بين طولي ای منصفین متناظرين 
| 

| 

| 


جم 


)٤( ۱‏ النسبت بین مساحتي ای مثلثین غير متشابهين 
١‏ أتساوي النسبہ بين ای ضلعين فیهما × النسبہ بین 
||الارتفاعين الناظرین للضلعين 

| (۰) النسب بين مساحتى مثلثين غير متشابهين 
| ومتساویین فى القاعدة تساوي النسبت بين الارتفاعين 
1 المناظرين للقاعدتين 


| )1( النسبح بين مساحتي سطحي مثلثين غير متشابهین 
أومتساويين فى الارتفاع تساوي النسبت بين القاعدتین 
الناظرتین للارتفاعين 
||(۷) النسبت بین محيطي ای مثلثين اوای مضلعین 
|أمتشابهين تساوي النسبت بین طولي ای ضلعین 
/[متناظرین فیهما = معامل التشابه 
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عثال) ۵ : ۱ بح مثلث قائم الزاویت‌فی ١‏ رسم 
ムン 上 |‏ فقطعهافی ۶ , رسم الثلثان التساویا 
الاضلاع ( به ٣م‏ ن خارجالمثلث ۱ب 

أثبت أن : 

(۱) الشكل الرياعي ١‏ ۶ به - الشكل الرباعي م و OP‏ 


5 ム جوان)‎ ) て 


| مرسوميٌ على اضلاع مثلث ( بم 
| مساحت سطح الضلع س = ۲۷ سم 


|| مساحة سطح الضلع ص = ٤۸‏ سم' 
| 
ا|أمساحة سطح | لضلع も‏ = ۷۵ سم 
۱ آثبت أن ۸ ب ھ قائم فى ب 


(1) 


ار مس وه(بم) ۹۰ ۰ 5۱ ムン 上‏ 
DA‏ 0 ۰ وب( م 5/۸ وهم 一 一‏ )0( 
aa)r 7‏ ئ) 7 (2۱) ور ا ل 5 
٢۷‏ ے の 一 ' と D‏ ھ هو و 
بت ۰ هب ۰ ۸( من متساويا الاضلاع 
(る ar 「‏ 7 واد 
ف_ の‏ 0 اب یناظر + سس ) 
| من (۱) ۰ (۲) » )٤(‏ نجد آن : 
بجمع (۱) ۰ (۲) نجد ان : المضلع و به نہ المضلع م و | و 
اك (ed) CD LA‏ رس نٹ 人‏ 
Vo‏ ۷۵ )}2( بي ۱ ۳( الضلع (وبه) 5 (ب:)' _ بو پر بو 
۳ے ۲ 5 ا ©( لضلع مو(ی)  GD‏ ١و‏ ۱ 
ے (اب) +(به)" = < > 
5١ pn) ۱‏ هو $2 


(۱ب)۲ + (بم)"' = )}2(‘ 
٠‏ } ب هھ قائمالزاوین‌فی ب 


۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
کت 
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۱ 
اترریب ١‏ : فی الشكل القابل 


| اب و متوازي اضلاع ۰ه د أب 
| 

احيث ث = ۵355.1 هب = (ن) 
| هب ؟ 

| (۱) آثبت‌آن : ۸ ۶ من ہ ۸ھ ( 5 
ای 2A‏ ( 
٣٣ء‏ دی 


A 32 © 


ترریب ۱ : ١‏ بم : شکل رباعي فيه 


ب ھ7 ۷ سم | ب > ١١‏ سم ۲۰ و > سم 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| ئه = اسم مھ ۸( سم 


| آثبت أن : 
۱ ۸+ ھ ۸ ۱ وهم ثم آوجد النسیت بین 
| مساحتیهما 


الهندسة المسنوية لوبیتال فى الریاضیات 


|ذا کان (۱,+)۲ = د × ( 5 سےا 
فان : ۱ ب يكون مماسا للدائرة 
المارة برؤؤس المثلث بم و 


أذكر جميع الحالات التي يكون فيها ١‏ ب مماسا 
للداثرة المارة برؤؤس المثلث ٩‏ 


لوبیتال فى الرياضيات 


| إذا رسم من نقطة خارج الدائرة قاطع ومماس للدائرة 
ا أفإن حاصل ضرب طول القاطع فى جزئه الخارجي 
١‏ أيساوي مربع طول المماس 


| 

| فى الشكل القابل と‏ 
ee‏ 20ھ 
ا عند النقطح ب ۱ 

و قاطع لهافى 5 › + 
۸ (بم - ۸( وب 


Waled_elgarky ___‏ کے 6019# 1ل]13اللمنامما Www‏ معا 

に ۱‏ 4<9 جه ۵ ۰ مه | 

| تطبيفات النسابه فی الدائرة عكس ۱ 

۱ | 

|| ب ۰ م 5 فى‎ ١ إذا تقاطع الستقیمان الحاویان للوترین‎ PEO 

| لمر مس( 5 ۱ 

یں Na‏ أخري ( ه ) وکان ١‏ ه “اهب < مه < ه و ۱ 

| إذا تقاطع المستقيمان الحاويان للوترين ‏ ب ۰ + 5 فى | | |فان النقاط ۰+۰۱ 5 تقع على دائرة واحدة 2 || 

へ la |‏ ( ه ) داخل الدائرة اوخارجها فانه یکون ويكون الشكل ١‏ بم ۶ شڪل رباعي داثري 

ا مد و هو ۱ 

ا بره 1 | 

| فى الشکل القابل :۔ فى الشحکل القابل :۔ ۱ 

۱ 1 2 5 ۱ (ASANE 

۱ کلم ^ | 

ه 0 ۱ 

| と 3 

إذاكان ۱ 5AxA ム ニン AxA‏ فإنالنقاط ‏ ا 

3 5 ٠ب‏ »و تقع على دائرة واحدة ویکون 

۱ به 5 رباعي داثري‎ ١ الشکل‎ i 

| 

| ۱ 7 ۱ 

۱ أذكر جميع الحالات التي يكون فیها ۱ 

۱ ہ۵ھوب لماذا ؟ الڈ كل ۱ب و رياعي دائري ؟‎ apa Al 

| ومن نواتج التشابه : 

۱ 2 و اش ے اعد‎ ١ 

۱ هې وب به هو A‏ تنیجه ١‏ « عکس نتيجة ۱ 4 ۱ 

۱ 

| فیکون : ニン AX スト‏ هه 7 هو إذاكان اب٥‏ و2 - (۱) ۱ 

| ای آن : وصان (۱+)۲< ۱۶۱ فان اب یکون | | 

| إذا تقاطع وتران داخل الداثرة او خارجها فان حاصل مماسا للدائرة ا مارة بالنقط ب » ھ؛ ۶ ۱ 

| ضرب جزئي الوترالاول يساوي حاصل ضرب جزئي ۱ 

| الوترالثاني فى الشكل القابل : ۱ 

۱ | 

| | 

۱ ۱ EE 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| | 

| | 

| | 

۱ ۱ 

1 ومن نواتج التشابه : | 

۱ ٢ھ‎ _ ھا اب‎ っ と と | |! 
۱۵ ها رات‎ 2 と の 

| او وب بم ٩‏ بم 

| لذا فانه یکون : ۱ 

۱ م‎ ۱ x ۶= (oP) ۱ 

000 الهندسةالمستوية و . 
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| سس بت تست سکس ات مت سب مت سس سس مس بت تست مس ت ت مس ت اس ل ت ت ت اس سس رہش 
Ol‏ ۱۵۰۱ بھ فيه اب <ه۱سم › ۱ 
| سس | 
م < ۱۲ 2 = 
| ۲ 7103-1 وسيم 0 سم كول + معا | 
| » ه د (م حيث (م- دسم آثبت أن : كر حت ۱ 
| الشكل ء٤‏ بم ه رباعي دائ で‏ بھی <(۳) ۰ داخل الدائرۃ ۱ 
۱ عن نام اديع ام و ۱ 
.. ۲ »اواك ) ٩‏ | 
| 
| ۲ ۵" = ۱ 
۳ ۱ 
ー ۱‏ حياس سن Y ル = の < 一‏ ۱ 
| ۱ 
| | 
٣۷۳٣ < = co 1 2 |‏ ؛ “٣۸‏ 
] | ۱ 
اسب 5‏ حه - (() ۳ la‏ 
۲ 8 ۶۱ * ۱ب ٤‏ <۱۵ 2 1۰ سم 0 el ETAR‏ 
| (ه × هھ = ٦١ =۱) ×٥‏ سا فى ٣‏ سے سے A‏ اس تب ۱ 
三 |‏ ۱ 
ہیدہ هدرم م و = ۸ سم » اوجد هم ۲  »‏ و 
| .. وب هه رياعي‌دائري ۱ 
| ۱ 
! یمکن اثبات الشکل باستخدام التشابه حيث مم + و <۸ 
۱ ۸۰ھ تم زمه لماذا ؟ ف 
| | 
| ! 
| 1 
| | 
۱ 
2 1 ۱ 
اخ ۱ 5 ٠.‏ بدك <(۳) ۲۰ داخل الداثرة ۱ 
۱ ہا ۳٣‏ ۲ ۲ 5 > ب ۳۴×٣‏ ۱ 
۱ (۸(۔٤)‏ ۲۷ و = ۲,۵ *1 
| 
۱ ات کے で 人‏ 5 - )5( = ۱۵ ۱ 
[ .۰ ب 0 5 <(۳۱) ۲۰ داخل الداثرة ۲ | 
۳ = =« 

あの ۱‏ وسر で)‏ 5( -56(8) + ۱۵ | 
xX ۱‏ = ۲۲ ( ۶ - ۲) (۳ - ۵) < ۰ 
۱ م و < ۲ أ = 
一 1 |‏ = = 9 2 سم | 
| ے ؤس - | كك سج 6 سم ھ٣‏ = 2۲-۸ ۵ سم ےھ )= ٥-۸‏ ۲ سم 
| 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 

| 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 

۱ 

| 

1 
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ص 
6 

ぴる で‏ مماس للدائرة ” ۰ب قاطع لها عند ( ب 
> (مس)۲<م إ×محب --(۱) 

ب٠ هص مماس للدائرة ن ۰ب قاطع لها عند‎ ٠. 
()— (حص) دم(لامب‎ 

من (۱) ۰ (۲) نجدأن: 
( مس )= (ea)‏ 


هم س = هم ص) A‏ منتصف س ص 


مثال ۸ : ١‏ نقطن خارج الدائرة ۲ ۰ رسم من ٠‏ 
قطعتان مماستان تمسانها عند ب ۰ + ورسمت イト‏ 
فقطعت به فى ۶ ۰ ورسمت ‏ ه قاطعن للدائرة 


فى › ه 
آثبت أن : ه ۲ و و رباعي داثري 


تيس 


か 
العمل : نرسم ب ۲ نصف قطر‎ 
: البرهان‎ 
تف قطو‎ CEE ۴ ساس للدائرۃ‎ トマ 
= (PEC of “زب ل‎ 
بم وترالتماس‎ A مماسين عند ب‎ ۶ ۰7 
لايم‎ CF 
۲۴ ي( )= ° »و‎ 
٢ ب٤ ہ۵‎ ٢ ۳) ۵ب‎ 
)( لبج < ۳۱*۲ ل‎ 
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| ھ = ٤‏ سم 


أأوجد طول ه و 


| 
ا م5 - (ه ) ۰ ه خارج الداثرة 
SA |‏ ×هم = هم × PA‏ 

| ویفرض آن‌ه و = س 
أحمهولاهم - hax と A‏ 
| س(س )٩+‏ << (۱+ه) 
| س ٩+۲‏ س 2 ۲۱ 

| سآ+۹س-۳۱< ۰ 

۲ ۱۱ ( )ہے 

パニ の ۱‏ ・ س < ١‏ مرفوضنٌ 

| 

۱ 

| 


هو > ۱۲ سم 


'أعثال | : ١‏ نقطت خارج الدائرة » ( ب مماس للداثرة 
el‏ ب » ۱ م قاطع للداثرة عند م ۰ 5 فإذاا كان ١‏ 
راو <٩سم‏ ۰ وم - ١1‏ سم أوجد طول اب 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
۲ ب مماس للدائرة عند ب » ۴ ك قاطع للداثرة عند هب » 5 
(と 1)… 1‏ = هو 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


(1+4)x4= (と | ) 
۲۲۵ = (ox4 = (と | ) 
مس١‎ ٥< (ov= اب‎ 


OG‏ ۷ : داثرتان متقاطعتان فى ۰۱ب رسم مماس 
مشترك يمسهما فى س ؛ ص فاذا كان 
۳ب ضس - (م) 


أثبت أن : م منتصف س ص 


الهندسة المستوية 


ョ ニニ ーー ーー 一 
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من (۱) » (۲) نجد آن: 


(と | )‏ ۲۶۶۲ 2 و« (ه 
۶ ( 5 ۳۲( ۲ = ( و > ھ 
٣ ۰‏ هو رياعي دائري 


|(۱) ۱۵م و ۸ ( هب 
Ch‏ اب .۱ج حب و . وم + (sh)‏ 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ نصف ‏ ب (م ی۔(ب [م)-ن( ۱ ۶) 
۲ <ه »ده محيطيتان مرسومتان على القوس ١‏ ب 
ا y= NY‏ 

به ۰ھ 

ا ںہ (م) دنه و) 
!فیهما رل (<ھ) = ره( <م) 

| 

ュー ニュ ニー ニョ ニー! هی ۱۵م ے‎ ۵۰ ! 
| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 


اب _ ۱۸ 
!ىم حلم 
 (‏ <( ( ۶ + و ه) ۱٣ب‏ ۰ھ 


چو د قامس اف ساس 


)( 一 一 ×= وه‎ ۶۱+) ۱( 
{$5}= ana} 

هب 5 < و له < ۱ ۲ و ه 
بالتعویض من (۲) فى (۱) 

)『5( +ب و < و < اب مه 


(1) 


r ェ ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー ニ ーー で 
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|ذا کان : 
ات این |[ اھ اک | 
) 5 اب پھ 3 0( هدب وم 
デデデ )0(‏ 
ب( ^ 
حه فإن هو // بم 
۰ ال ۰ فاته < 1 > ۱ الها وهذه النظرین تأتی کنتیجن لتشابه 
اليم لضلعين خرين فانه یقسمهما الى قطع اطوا المثلثين ۱ هو » ( بم 
| 
1 ۰۰ 5 
| فى الشكل المقابل : نظرية تاليس العامة 
| إذاكان هی // ب فان : | هج و یپ- 
۱ اه ہو هي |ذا فطع مستقیمان عدة مستقیمات متوازية . فان 
کر جج يم أطوال القطع الناتجيّ على أحد القاطعین تکون 
۱ رم رھ_ ۶۱ متناسبت مع اطوال القطع الناتج3 على القاطع الاخر 
۱ پر ہہ یں ۵ ۶ 
هب ۶ھ 5 5 
۱ رم هب _ وم فى الشكل المقابل :- 
بم هلم ب 7 3 ۵۹ 
۱ ھی هه _ م ىه 
اب بم مو 
هص پا هی 
+ بو و 
| 
| فى الشكل المقابل:- __ 
۱ نوہ ود / 4 6 فإن : إذا قطع مستقيم عدة مستقيمات متوازي3 وكانت 
(١)‏ اد ہے أجزاء القاطع الحصورة بين هذه الستقیمات التوازین 
۳ ۲ متساوية في الطول فان الأجزاء الحصورة بینها لأي 
فى |لشکل |لمقابل:- 
0 بن | فی الشكل المقابل 
عكس نظریة ۵ //sd // rg‏ 9 
اب <ب مھ = م و 
فان : 


الثالث 


فی الاشکال الاتین : 


0 5 
۱ إذاكان : 
۱ پ۵3 // rd 49//Y9‏ 
5 ھب _ ど と‏ _ ا 
إب بم مو 
7 م ب م 
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I 1‏ 
۱ سثال ۲ فى الشكل القابل 
۱ اب // 52 ۰ ١‏ ؤيقطع ۱ 
۱ عه سا کر سم ۱ 
۱ > ب ه = سم ۱ 
۱ ۷ | 
۱ مه < ۲ سم ۱ 
| آوجد طول ۱ 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
۱ ( ه 2 2۶1-۱6 ۸سم 
I ۱‏ فی الشکل القابل ۱ 
۱ ( بهم ۸ قائم الزاوین‌فی ب فيه ۱ب <۹ سم › ۱ ٤ OG‏ : فى الشکل القابل ۱ 
لا ۱۲سم » و درت بحیث ۱ و <۲سم (بم 4 فيه و د ب » 5 : 
١ ーー ,, |‏ | 
فی ه 8 ET‏ 
یی ونيد ورد و ۲ 
| | ! 
| آثبت أن ۱ ۱ 
| |أوجد طول كلامن > لاب ۱ 
Oc}‏ ۱ 
| | 
| | 
] ] 
で ۱‏ | ھ قائم فى ب ومن فیثاغورث | 
| (۱ه)۱(<۲ب)+(ب‌ها ۱ 
! ۱م ,۲۱۲۱+ ,۱۵۱ +۸۱ <م۵1؟] < دا 
۱ » ۱ 
ه 5 2 گی لا بے لاگ 
TT‏ ام اب の‏ لم SS‏ 
۱ 
| 1 
| | 
| | 
1ء | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
| | 
! 
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فى ال ۸ ۱ص 5 

۱ الیل ٠‏ س ه // ص 5 ٠‏ اس َ5 )۱( 
فى ادھ اب 5 سس د٤‏ ل 
F/B‏ باس )0 فی ال۸۵ من ب‌ه: 

.۰ س وه سكف لم 
ب۷ بو Ste‏ // سي ےت = کد () 

فى ال۸ 5 ب ھہ: 

= ہے る‏ ن )١(‏ ۰ (۲) نجد أن : 
7 . ھا اب 5 

ےس تو جحٹی ٹا ュ‏ ا ہے ون ےس سض 
من (۱) ۰ (۲) فجد آن: ہو مت 

وس بط と‏ ۸۸ کے 
وہ رت AO‏ مثا ۸ : فى الشكل القابل 


به فيه ۶س // مم 


(س.اص ے ب5.5م 
(ب.(م ‏ (بو+یم)' 
2 


(فل + وس لسري الس سد リー‏ 
هو //> 和 を 議題 「 ょ‏ ےہ ۰ وص ۷" اصاے $e‏ 
ھی //م ہے )۱( es ٠‏ // ب ا چڪ ڪڪ 
بضرب )١(‏ » (۲) نجد أن : 
مرح ۸۸ ۳ _ . اهت|_ جع نات ۱ 
の | O E ۰‏ پر لعن ے پر بو 
اب ام ب هه 
ム ひ ら = ュ と …‏ 1 کے ھی (س.اص _ حو.وب ۱ 5 
と ۱‏ هب AN‏ 
اد سے ۰ 65 // بهم . اص ے ب5.ىم 
نا سد (ب.(م (بو+وم)"' 


مثا ۷ : ١‏ به ۸ فيه ۶ د ب م بحیث 
ب ۶ کپ به 2ه د مت الكت 


م ه فقطع | と‏ فى س رسم و ص // ょ っ‏ 


عد 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
اب هب | 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
فقطع ١‏ ب فی ص آثبت أن : ۱ س = ب ص ۱ 
/ ۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 

۱ 
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رثالا ٩‏ : فى الشكل القابل ۱ 
と‏ 7 
وھ //بم .ل )0 
ہہ , بے سے ماد آم اب 
ب // ذم // هدن 6ے تالیس) 
ے ھ3 ے؟ هم وح اکا سم Gs‏ || به ا )٩( 一 一 本‏ 
من )0・0( نجد آن: 
مثال ٠١‏ : فی الشكل المقابل ا ےہ اک سے elxaf=YGD‏ 
من // 5١ // ょ と‏ 
ا ert‏ دب مثا ۱۲ : ب ھ ۵٣ن‏ منتصف بم » فرضت 
ا ا ید ون نقطة على أن ( 5) رسم と | // の も‏ 
ا اط ف ویقطع ب فی س ۰ ورسم の も‏ //1ھ 
ویقطع ب ^+ فى ص 
ال (۱) آثبت أن : سن = ص ن 
ھن // さと‏ 5۱ (۲) واذا کانت کہ سے سے ا سے سا 
. هن وه 5 ر ب ھ آثبت آن س ص = بم 
رح و تو قوف 
92ےے 
1 الب 4 
داكا کا نے روے ےا 
و و تن NM - ル‏ 


مثال ۱۱ : ١‏ ب ه۸ فيه و د اب 


رسم 5ه // بج ویقطع + فى هء 
رسم ۶ن //به ویقطع ۱ فى ن 


أثبت أن : ) (ه)"' - ( م« إن 


ا سس نس تست تست اس ات اس ا ا ا اس اس اس ا ا اس سا سا سا مت سا ا ا سد مس مس مس تست اس اس سس سا سس ا سا سس ا ا سا ا ا ا ا ا ا ا ا ا سا ساسع 
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من )١(‏ ۰ (۲) ۰ (۲) نجد أن : 

5 کے の 6 ら = の の‏ 
وإذا كانت も‏ نقطۃ تقاطع التوسطات 
فانه من (۲) ء (۲) : 


بجمع (4؛) › )٥(‏ : 


بس + وص = واب + 2 وه 


مثا ۱۲ : فی الشكل المقابل 


ھو // a/v‏ * 
۳ن = ۷,۵سم » م ب = 1 سم 
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منصفا الراویه والاجراء المتناسية ملاحظات مهمي : 
(۱) إذاكان اب = a}‏ | 
وكان. ck SF‏ 
<( من الداخل فإن: 
57 ینصف القاعدة 


۰ 57 ينصف ذب رم .2۱۰ ۲ —)0( 
5 // ۰۵2( ۰(ه قواطع لهما 
٢< ۰‏ = بالتبادل - (۲) 
۱۲ << ؛ بالتناظر — (۲) 


٠ھ‏ ینصف دا من الداخل 
ب 7 ه) د ى(م 7 ه) = س 
FT‏ ينصف < ( من‌الخارج 
من 0・⑩・ の‏ 9 بر ا 
١ ١ ^A ト ニム ト … ¿< <<‏ 
. ب١‏ بو ب١‏ ب٤‏ س + س + ص + ص = ۱۸۰۱ ے ۲ س +۲ ص = ۱۸۰ 
له وم (م وم حوس + ص = ٩۰‏ ٠ھ‏ لاو 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ ويكون عموديا علیها 
て | |‏ متوسط فى الخلت ن ارتفا ع ايخ 
1 فى الث كل القابل :۔ 1 ى يكون متوسط فى ویکون ارتفاع ايضا 
! إذاكان 5۲ ینصف م فإن :- (؟) إذا كان مويب > مم فان ے ب و > وم 
( ۱ ۱ ۱ 
| (م وم 7 (۲) ولذا کان وب < ( ھ فان ےب و < 5 ب 
So x ムキ トニ ムタ X ト と ||‏ 
۱ 3 (؛) إذاكان اب = م ٢‏ 
وكان ١‏ 5 ینصف IN‏ 
۱ فى الشكل القابل .. ' ا ۳ 
2 5 
۱ اذا کان 8 
۱ 1 ینصف ! 7 に‏ 
| فان :- 
3 (۵) ب > ( مج دائما 
! اب | 8 * | آی‌انه‌دائما فى حال النصف من الخارج يكون الضلع 
۱ ڑھ ۱ الذي یقع فى جهن النصف هو الاصغر 
اب ومع (ه と x‏ 5 
۱ ه )1( النصفان الداخلي والخارجي لزاویۃ رأس الثلث 
| اثبات النظرية یکونان متعامدان 
| & 
| العطیات: | بد۸ ・ ۱ 
ST |‏ ینصف< ! من‌الداغل 
۱ 
| الطلوی : >1_ $e‏ 
° ام وم 
العمل : نرسم 572 // ]و 
۱ ويقطع ب 7 فى ھ ب 3 ム A‏ 5 
| البرهان ١‏ 
| فى الشكل السابق : 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
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1 قصل ستس 7 ڪڪ 
|| مثال ۱ : فى الشكل القابل Ow‏ ۴ : فى الشكل القابل 
| 1 
ا| ۱ب = )سم »به < و سم 9 
| 
| |<٦سم‏ حم 
۱ 57 ینصف < | من الداخل 
ا| أوجد :ب و » 5 م 5 | 
۱ 
en ۱‏ 
| جه وإسم سه 
۱ 7۴ ھ منصفان ١<‏ من الداخل والخارج على 
کر فلاب زم . _ بو الترتيب وكان ١ب‏ = ۱۲ سم . (م < سم » 
۱ 1 (م وم بم = ۱۵ سم » أوجد طول ب 5 » و ه 
اب و + وم <ه هعومد و ابو ۱ 
| | 
7 ی سه ۱ 
م وم ۵- ミニ 5 と‏ بم بو 
۱ 3 ینصف へ‏ ・ الداث ف i‏ ک2 ۱ 
۱ 1ب ۶ = ۲۰ -أب5 ب ۶ + وه ١٥١‏ حه وهم وا ب 5 ۱ 
ا Set+ So‏ 8۱۰ ۲۳ ا | 
۱ (م وم ۸ ۱۵-ب5 ۱ 
۱ که ۸ب ٤‏ ۱۲۶ (۱۵- ب 5 ) 
| ۸ب 5 ۶ ۱۲-۱۸۰ب 5 ۱ 
| | 
۱ ۸ب 5 + ۱ب 5 < ۱۸۰۱ ۱ 
!| مثال ؟ : فى الشكل القابل سے وب ات ۱ 
| نشت ا | 
۱ 57 ینصف | من の‏ سرع وت ا کوس ۱ 
AE ol‏ ۳ ۱ 
۱ .هم 5 = ٩-۱۵‏ > [ سم ۱ 
| | 
N ۳ |‏ . بم بش | 
SF ۰ ۱‏ ینصف ١‏ من الخارج ان فت ۱ 
| به < ۱۵ + هه 
| بم به ٢۴‏ ۱۵+ ه هب ۱ 
ーー ーー ۱‏ سج ニー‏ | 
۱ اب هم 人‏ هدم | 
۱ ۱ 
GF‏ ینصف < من‌الخارج . با بو ١ھ‏ ^ < ۱۲۱+ هم ۱ 
e |‏ ۲ ۱ ه هم - ۸ ه حب < ۱۲۰ | 
1 ه هب < ۱۲۰ کڪ هم < = ۲۰ سم | 
ا بم بو 1 بو 3 | 
| اه وم e+ と A‏ هش کج 
۱ = ۰ شار = سم | 
۱ اب 5 < 1ب 5 + ۲۰ .هك و م + مه 2 1+ 2۲۰ ۲۱ سم | 
| ے اب 5 ابو = ۲۰ 
۱ 5 | 
۱ ۲ب 5 = ۲۰ سے ニタ と‏ لأ > ۱۵ سم ۱ 
| | 
۱ ۱ 
| | 
۱ ۵2۶صص 0.9-9 0 099009909 ۲ 
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ーー ニー ニー ニー ニー ニニ ーー ニー ニーー ニ ーーーー ニ ーーーー ニ ーー ニーー ニ ーー ニニ ーー ニー ニー ニーーー ニ ーーー ニ ーー ニニ ーー デー ゼーー デ ーー ニー ニュ 


مثا ٤‏ : ب + و شکل رباعي فيه بم = م و ٠ب‏ < اج 2 بم د مو 


رسم SoA‏ نصفت < ( م و بمنصف 
لاقي ( 5 فى ص 
أثبت أن と // er‏ 3 
مثال 1 :ل ۲ ں۸ فيه ك منتصف 


ینصف ال OC‏ ويقطع ل の‏ فى 
أثبت أن : 
6ل × سك = كن ×ل س 


۸ ۱ب م فيه ( ب = مب و دب 2 حيث 

بم هو بس ينصف < ہم 

م ص ينصف <(م و 

أثبت أن س ص // و و م قطرفى الدائرة ن ۲۰ د للدائرة » 
۳ ینصف ذب م ١‏ 


آثیت أن : عفان كد 
۱ م( sf‏ 
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١ esis ۰‏ ارم | :باه تی(دبه) MC‏ 
٠×‏ ب 5 مماس » ب ١‏ وتر 
۰ وه(<وب ۱) < وه( 2) —() 
من )١(‏ ۰ (۲) نجد أن 
وه( <(ب م) = وه( <وب ۱) 
.٠.‏ ب ۲ تنصف < و بم 


۰ هه قطرفی‌الداثرةن ۳5۰ ھ محيطية فى نصف دائرة 
۰ مهم ۶ ۹۰ یع ل مم 


٠ھ‏ ينصف 5“ من‌الداخل » 65 ل 6م 
Chas 5 ©.“‏ من الخارج 


ب と‏ 5 
ا =— と 5 . (ーーー‏ وم 
تا يم ام 
(e‏ ن ۵ ب es‏ = پر كع _ ۱۶ 
من )١(‏ ء (۲) نجد أن د وب توم 


“.وب × اب حابم ×۶ ٢‏ 


مثا ۸ : فى الشكل القابل 
な と // ょ 5‏ › 

س ینصف د و إه 
أثبت أن 

200 

۴۳:) _ اب 


2} (の AFA) て 


س ه هدام 


مثال ١ : ٩‏ به مرسوم داخل دائرة فيه 
م ب = ۱ ء رسم المماس ب 5 من النقطت ب 
على الدائرة فلاقي 2 ۲ فى 5 

أثبت أن : وب ニン ト x‏ و( × بم 
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トー ニニ ニニ ニュ 1‏ 
| عکس نظرية آثبات طول النصف الداخلي 
۱ فى الشکل القایل ١‏ بم ۸ فيه ١‏ ۶ ينصف اب ۱م 


من الداخل 
الضلعین الاخرين فان الستقیم الاربراس الثلث وهذه 
النقطت ینصف زاویت الرأس من الداخل اوالخارج ۱ 


۰۰ ینصف دب ھ بہ(ب آھ)-حی۸(ھ (و) 
| إذاكان: 3-۴ او ب (2اوم- (م ےو | هه محيطيتان مرسومتان علی‌القوس "[ب 


> ل(‎ = (NY: 

| فان : 57 يكون منصفال < من الداخل اوالخارج وه (<ه) < وه( <ه) 

| وت ش۵ بھ SPA‏ 

1 

۱ نصف الداخ ں(حب (م) = ندم( ) 

| (۱) طول النصف الداخلي :| ١‏ 

۱ خي فیھما ل (<ھ) = (aX)‏ 

وہ نی اب به PA‏ 

| إذاكان ۱ ۶"ینصف ۰ب هم ۸ وم ے او کم ھا 
ト‏ منالداخل فان : ا 1 

طول المنصف الداخلي وہ تھے یو سی 
El‏ اللا كت ( و( ۱و جوه) اب ۱اه 


| دمأ اب هب و A$x‏ (۱و)۲+(و وه =| 一 一 = ト * と‏ () 


(همبم =}5{ 


(۲) طول النصف الخارجي = SO‏ < و همح و ۲ و ده )1( 


فى الشکل القابل :- ۱ بالتعویض من (۲) فى (۱) 

إذا كان ۲ ینصف (۱ )۲ +ب ء < ۶ م < (ب ۱ج 

( ۶۱ )۲ < اب ۶× ھ دب 5 × 5 
فان : او دما | と - ム トド x と‏ 5 وه 
طول المنصف الخارجي 1 | a‏ 


12 
2 
40 
12 
ها 
2 
ها 
4 
ها 


۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ ح ‏ من الخارج 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
۱ 
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i 1‏ 
۱ مثایل ۰٢‏ بھ شفیه ب <ه‌سم »+= 1سم | 
| | 
| عبهم < سم نصفت الزاویتان ( ۰ب بمنصفین | 
| 007 02021" | 
| تقاطعافی ۲ ورسم م ۳ فقطع ١‏ ب فى 5 آوجد طول || 
| 
ا u‏ _ کلامن ١‏ ۶۰5۶ ب ‏ م و | 
| فى الشکل القابل ۱ 
| 57 ینصف <۱ ء 
| ب5 ینصف اب ۱ 
| 
٦8ھ‏ 
|“ مدهو | 
| 1 
| ۱ 
۱ ۱ 
|| مثال ۱ ۱ب + و شکل رياعي‌فیه ۱ب 1 سم › ۱ 
| به < ٩‏ سم هو <٩سم‏ » ( و < سم ۱ 
|| 1ه ینصف< | ویقطعب 5 فى ه ۱ 
A TS |‏ ات ) یم ォ ーー‏ | 
| (۱) آوجد قيمت = | 
۱ هو | 
۱ ۴ ینصف ذب ؛ ۴7 ینصف د ! | 
A いい |‏ ینصف × م | 
.مم ینصف د مه و اق ا 
| هب وب | 
۱ ( و + وب <ه سے ۲و <ه-و ب 
1 5 1 ۵-وب 
PO |‏ ع | س = ۱ 
| هب وب 4 وب | 
| 1 
| 1 پب = 5-۲۰ ب | 
۱ 
۱ که ٦وب‏ +وب = ۲۱ ۱ 
۰ وب = سے وب = ا دسم 
١ |‏ | 
| 1 
| ب( به 1 به به ۲ ( 5 < 2۲-۵ ۲سم | 
一 テー es |‏ حم اش خم ー ニ ーー‏ | 
۱ او هو 4 هو هی ۲ ٠ھ ٤‏ ینصف ام 
| فى A‏ 5 هب .مو دما AXA‏ -و توب ۱ 
を と |‏ ےا ے ؟ と‏ 4 _ ۲ | 
| هو 1 ۲ هو ۲ مو دم|؟: ؛ ۔ ۲*۲ 2 1-14۷ l=‏ | 
ムン ۱‏ يه سه ۱ 

رس ٣‏ = کت .هه ينصف × 5 5 
| ھ٤‏ هو ا ہت اا مو = ۱۸۷ < ۲۷۲ ۱ 
| 1 
| 1 
۱ 1 
1 | 
| ۱ 
| ۱ 
| ۱ 
| 1 
| 1 
۱ ۱ 
ee |‏ 
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مثال) ۲ : فی الشکل القابل ۴ بئ) _ قاعدة الاول_ 


| 
۵(۲۳ ون ب جب) قاعدة الثاني ۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


c= = el = (@clA) . فيه ( ب <۲سم ۰ ( حع< ۵,) سم‎ A ょ と 『 


بهم > ۵ سم » و د بهم بحيث ب ۶ = سم “7 (OA)‏ وه وا 
رسم به ل ( و ويقطع ( و »هم 
71 ,0 سثال) ؛ : بم قطرفى الدائرة ۴ ٠م‏ 5 وترفيها 
(۱) آوجد طول ١‏ 5 رسم 5 ۲ مماس للداثرة عند 5 فقطع مدب فى ١‏ 
فاذا کانت ه د بم بحیث‌صان !>- أذ 
هدب ه و 

آثبت أن : 
(۱) ؤم ینصف الزاوی الخارجن عند 5 فى ۸ ( ۶ ه 

Na 
0990 


1 
اج ۵ ۲ وم ۲ ہہ گع اد . و ینصف< ( ه منالداخل 
بم ب۶ سی د 
لم وم ٠.‏ ب م قطرفی الدائرة 
5 ینصف IS‏ وه( ھگ ب)<۹۰ 2 لانها محیطیۃ فى نصف دائرة 
عم ب ۰۱ هب و وه "مود وب 
۰۲۱۷۸2« و4 ۲۶۲۰ = ۱۲,۵۱۸ 1 ب ينصف < ( وه من‌الداغل »هو 1 وب 
し =‏ ۴( ے ۲١۷‏ .5 2 ینصف < 5 من‌الخارج 
1 ۲ ۲ 
فى ال ۸ بن : ال وات ا د 
فى う ۰ ‘Qc‏ من رج ee‏ 7 7 
٠‏ 7ه ينصف (٠‏ ۰ (ه ل بو ۾ بے آ۶ ے اھ ے بھے اب 
هدب هو مه هدم 【 ム‏ 


۰ ۱ب ن‌متساوي الساقین 
. ۲ب < ان< ۲سم 
و هه = ,21-1 ۱,۵ سم 


الك | بنء ۵ نب م : 


مثلثان لهما نفس الارتفاع لانهما مشترکان فى رأس 
واحدة وقاعدتیهما على نفس الستقیم 
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۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
۲ 


Ea _____‏ _______________ 00لا 
سثال) ۵ : س ص 5 ۸ فیه ‏ و منتصف ص 5 › ایل 
نصفت <س و ص بالمنصف 5 3 الذي قطع س ص فى ۰ س ص // さと 7/ 6 て‏ 
هء ثم رسم 23 // ص 5 فقطع س 5 فى ن س2 _ “98 _ (ا) 
أثبت أن : 0_0 
)0 سھ _ سو oz SS SED‏ للم op‏ |س ۲ 
ود .و ۱ اھ ب لس | 回‏ 0 
سم بم ام _ 
71 4 من )١(‏ ۰ (۲) نجد أن : 
صت ے اص 


آي ینصف اه ص) 


لويبتال فى الرياضيات 


ص 5 


5 منت ف ص る‏ ص 5 < و も‏ ل (۱) 
ساسك مهف س 


۰ 2 ینصف “ص و س دص 5ص) 
من )0( نجد أن: 

امف س( 
رت اب 一‏ 9 
من (۲) ۰ (؛) نجد أن: 
سان س ۶ ۰ ۰ 
لا ہے ای ور ینصف へ‏ 
رہ ?6 も 5 の る‏ 
مثال ٦‏ : فى الشكل القابل 
と と‏ // 06 رپ اماك 
أثبت أن : ۴ت ينصف <ه ۱ص 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
5 | 
る $s هص‎ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 
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تطبیقات التناسب فى الدائرة | ||(؛) الحورالاساسي لدائرتين مختلفتین 


هو مجموعت النقاط التي لها نفس القوة بالنسبن 


(۱) قوة نقطة بالنسبة للدانرة للدارتین 

قوة a‏ ( بالنسبة للداثرة مھ 

۲ التي نصف قطرها نق ۲) القاطع والماس وقیاسات الزوایا 

ہو و (۲) القاطع والماس وقیاسات الزواپ 
نو رک مشهور ١‏ 


(۱) التنبؤ من فوة النقطة بالنسبة للداثرة 
بموقعها من الدائرة 

|ذا كانت | نقطه فى مستوي الدائرة ۲ التي نصف ففى الشكل القابل : 

(^D ソ + ォ (5 と) プー فطرها نق ق(2۱ج)‎ 
۲ ١ : فإذا كان‎ 


زاويي تقاطع وترين داخل الدائرة تساوي نصف حاصل 


القوسين القابلین لها 


٣ قيمت موجبت) فان | تقع خارج الدائرة شه‎ (١ > (PD) 
فان ۲ تقع علي الداثرة مسهور‎ ‘= (けど 
قيمت سالبت) فان ۱ تقع‌داخل‌الدانرة | إزاويت تقاطع وترین خارج الداثرة تساوي نصف حاضل‎ ( ٠< )( م(‎ 


طرح القوسین القابلین لها 
(۲) قوة النقطة التي تقع خارج الدانرة والماس لها 
إذا كانت النقطة ۱ تقع خارج الداثرة 
01ے ور 

ھا 

و () = (۱ )۲ - نق' ۳ 
= ) ۱ +نق) (۱- نق ) 
x と | =‏ ممح (۱ )۲ 
ے 2:۱ (Do‏ روہ 
أى ان طول الماس من نقطة خارج الداثرة = جذرقوة فی الشكل المقابل - 


と 3‏ 
النقطت بالنسبت للدائرة 
٤ھ‏ > 
(۲) قوة النقطة التي تفع داخل الداثرة 5 م 7 


إذا كانت النقطة ١‏ تقع داخل الدائرة 


زاویۃ تقاطع مماس وقاطع او مماسان خارج دائرة 
تساوي نصف حاصل طرح القوسین المقابلين لها 


_ وه(بج) - رو( + ( 
ں(٢)‏ = ۰ 


و57 مماس لها عند 5 فان : : 
(る) の NN‏ - مد ای 


رم(۱) = (۱م)۲ のぶ ー‏ 
= ) م-نق) ( ۱م +نق ) = 


کے وم(۱) = ب × ج < ۵۱« و 


ل ج ج س س س س س س س س س س س س س س س س سک س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س س جب س س س س س س س 
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( س و) + ۱۰ ۱٤٤ (Ge)‏ = ۰ 
( سو - ۸) (س‌و +۱ )=۰ 
سو تم سم ۰ سار ۱۸-2 مرفوضة 
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(۲) ى,(م) = (ھم)'- نق' 
= صفر لأن النقطة على الدائرة 


Ow‏ ۲ : فى الشكل المقابل 

۳ ۰ ن دائرتان متقاطعتان فى ۰۱ ب بحیث 
۱ 7 1 0 52 0 و < (س ) ۰س 5 <] وم 
| الال ا » هو < ۱۰سم » وهی (س) = ۱6 
| ۲ و (ب) = ۹ < と‏ جم ٠‏ 
۲ [(۲) وم(ه) = صفر (۱) آثبت‌آن ١‏ ب محوراساسي للداثرتین OC‏ 
۱ (۲) آوجد طول كلا من س م ۰ سو 
۱ (۲) أثبت أن الشکل ^ و و ه رياعي داثري 
N= (Dew ( |‏ .*. | داخل الداثرة 
وہ () = (۱م)'- نق" 2< ۲۱ 
PD ۱‏ ۶" (2۲)۱۰< ۳۰ 
| (۱ )۲۱2۱۰۰۲ 
一‏ < ) } )۲۳۱-2۲ +۱۰۰ 2 14 
۱ | - 14۷ <۸سم 
| 
や =( と の (0 |‏ ۰ ب خارج الدائرة 
دم(ب) = (بم)'- نق' = 
۱ (ب -')١‏ (۱۰)'< ۹1 
۱ (ب 2۱۰۰-۲۲ ٩1‏ 
۱ حه (ب ۲/۴ = ۹۱+ ۱۰۰ = ۱۹1 
と ۱‏ = ۱۹۲۷ > ۱4 سم 
۱ و (ب) = صفر لان ب تقع على الداثرة ۲ 
| (۲) وهم(ج) = صفر ٠۰‏ 2 على الداثرة 3 وه ن (ب ) = صفر لان ب تقع على الدائرة ن 
408 یم(ب) وهی (ب ) 
۱ .ب 3 للمحورالاساسي ٹلدائرتین (リーー‏ 
۱ 8 ۲ : أوجد قوة النقطت العطاة بالنسبن‌الی 
| الدائرة ۲ . والتی طول نصف قطرها نق 3 وهم(۲) = صفر لان ١‏ تقع على الداثرة ۲ 
۱ 8 = صفرلأن ۱ تقع على الدائرة ۵ 
۱ یم(۱) = (Do‏ 
|( ۰ د للمحورالاساسي للدائرتین سب (۲) 
7 من (۱) ۰ (۲) نجد آن: 
(eh) = (DD 0) |‏ — نق' と‏ هوالمحورالاساسي للدائرتين 
۲)٩( - 「( バ ) = |‏ = ۸۱-۱44 ع 1۲ 3 y=.‏ (س ) 
| 
(۲) وم (ب) = 一 (で と)‏ نق؟ 0 ...وين (س ) = سو × سھ < ۱۵4 
۱ = ((۸)؟- (۲)۱0 = ۲60-14 = - ۱1۱ سو × ( سو + ۱۰) = 4و۱ 
۱ 
۱ 
| 
۱ 
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08 .. وم(س) = س و ×سھ = ۱۱6 
= س و × (س و + وه ) < ۱:4 
۰ س 5 = ۲ وھ 

۰ س ۶ × (س و + وه ) < ۱:4 

.< 5 مج <( ۲ وم + وم) < ۱ 

۲ 6 م ۲ ۲ ۶ + < ۱6 

٦7كھ)'٤٤ا‏ سے ( وھ = = t=‏ 
سے ( وه)۲<۲ سم ھ٢۲ Vi=‏ 
.س = س ۶ += )4۶+۶ 


1V(xY=saY=‏ =1( سم 


سثال) ‏ : الدائرة » طول نصف قطرها ۲۰ سم › SAN GCP‏ < [ه) 


} نقطۃ تبعد عن المركز مسافت ١1‏ سم » رسم الوتر aS‏ و پت یا عا 
۰+٠٣٠‏ 


بهم حيث ( د بم ۰ ب ۲۶ ۱ج 
احسب طول الوترب م "۰ 


١٠ 


と 


 (‏ < 2۱1-۲۰ )سم 
وه ,(۱) < ۶ AFx‏ 
2 ود - ۱4 


(と ) ゼ -( DO 2 


8 و ,(۱) = ۔٠ھ‏ × ب من 
CA で に まさ まる そ 3 だ に‏ ۳۰ س-ئ 
(ap) ۲۰‏ < ۱ ا 


۲۰ ×) = ۰ س‎ < 一 ۳ 
۳ ۷۲ = デー =(( ょ 1 ) سے‎ 
۱۰۰ = ۰ +٦٣٠ = .س‎ ۲-۳ 


て V1= ۷ =. 

ム る 了 【【+ ム トニ ント + ム トド “.به حت‎ 
ممع كرومأ‎ = 
て VA= 


0 
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(۱) حدد موقع النقط EN‏ بالنسبة للدائرة ٣‏ › 
والتى طول نصف قطرها ۷ سم » ثم آحسب بعد كل 
Na‏ عن مركز الداثرة 

(۱) مهء(() <-۲ (۲) وم(+) = ۷۲ 
(な )/ プ )۲(‏ = صفر 

(۲) آوجد قوة النقطة العطاة بالنسبت الى 

الداثرة ۲ . والتى طول نصف قطرها نق 

(۱) النقطي | حيث | = ٠١‏ سم ؛ نق = / سم 
(۲) النقطي ب حيث ب ۳ = ٠١‏ سم ؛ نق = ١١‏ سم 
(۲) النقطين م حيث م ” = ٠١‏ سم » نق = ٠١‏ سم 


. 1۵ _ ۲س+ه-۵۵ _ س-٠ہ‏ (۲) إذا كان بعد نقطۃ عن مركز الدائرة = ۲۵ سم 
に‏ ۲ ۲ وقوة هذه النقط بالنسبن إلى الداثرة يساوي ۰۰ ۰ 
ee‏ آوجد طول نصف قطر هذه الداثرة 


= س = ۱۲۰+ ۵۰ = ۱۸۰ (けり)‏ فى الشکل القابل 

0 مب دائرتان OC‏ متقاطعتان‌فی ( ٠ب‏ "52" مماس 
۲ مشترك للدائرتين OC‏ عند 5 ۰ ه على الترتيب 

N Te‏ ۶ھ دڑھ) 

(۱) آثبت أن: به محوراساسي للدائرتين 

(۲) إذاكان ١‏ ب <٩سم‏ »وه (ه ) < ۰۲۱ 

آوجد طول م ( ٠‏ م5 


と ト で‏ ۰ 21 مماسان للداثرة عند ب »م 
و( ب ه) ٦٢ (BS y+‏ 


۰۲۲ - فى الشکل القابل : وه(<()‎ )٥( 
› = ا ال یس ۱ وه(ب۶م) = ۷۰ ۰ رب( (ج)‎ 
س = ۱۲۵-۳۱۰ = ۲۲۵ ره( مج ص) = ۱۰۰ آوجد‎ ۲۳ 
ں(سص) (۲) ره( (سَ) (۲) وه (ه)‎ )١( 5 ث7‎ 
Vo 三 て = س‎ 
ص‎ ム 


(^ の ソー( な 5 の ) プ フー 2 
- (PSV. 
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